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AVERTISSEMENT. 



Le lecleur qui coniiail la cimhnaliqiic du point, de la droite 
et du plan, peut passer imniédiateineiit à la deuxième partie 
de ce travail et aborder directement l’exposé du calcul diffé- 
rentiel. S’il concevait des doutes sur la légitimité des prin- 
cipes fondamentaux, pris pour point de départ, il devrait se 
reporter à la première partie et chercher les éclaircissement? 
nécessaires soit au début, soit dans le chapitre VIII. 

Le lecteur qui ne possède aucune notion de cinématique 
et qui veut abréger, peut se borner à l’étude du mouvement 
d’un point et d’une droite dans un pkm. Les notions dont il 
a besoin pour alwrder le calcul différentiel sont exposées dans 
les trois premiers cba|)itres, ou plus simplement encore dans 
les n”’ .v4, 35, 30 , 37 et 38 du chapitre VIII. 

En général, on jugera préférable de s’appuyer uniquement 
sur les notions les plus élémentaires. En ce cas, il faut, dans 
la deuxième partie, passer du n” 9 aux n"’ 38 , 39, 40-, re- 
venir au n® 12, et poursuivre en supprimant les n“*27,28, 
33, 34 , 35 et 57. Cette façon de procéder est celle qui 
permet d’atteindre le but proposé le plus vite possible et le 
plus simplement; une première lecture, ainsi faite, offre l’avan- 
tage de mettre en plus grande évidence l’extrême facilité de 
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la méthode adoptée pour l’exposition du calcul dilléreiitiel. 
Km lisant le tout, on voit mieux comhien sont variées les res- 
sources dont on dispose pour les dill'érents cas d’appljcation. 

Les 11 °' 3Ô, 3i et ô'J do la deuxième partie sont les seuls 
qui puissent oiïrir quelque diiliculté ou du inoins ralentir la 
marciie. On ne [lerdra point de vue qu’on peut les supprimer 
en y suppléant par les n°‘ 38 et 39. 
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La einémniiquo du point et de la droite se réduisant à un petit 
nombre de notions qui font partie de l’enseignement élémentaire, 
ou qu’on peut y introduire sans nueunc dillicullé, il nous a paru 
qu'il y aurait un grand avantage à ramener à ees notions si sim- 
ples et toutes géométriques l’exposé eomplet du ealcul différentiel 
et intégral. 

Tel est l’objet que nous nous proposons dans le présent ouvrage. 

I.a première partie eomprend la einématique du point, de la 
droite et du plan. Considérée en cllc-mèmc et détaeliée des autres 
parties, nous pensons qu’elle remplit les conditions voulues d'un 
traité élémentaire assez complet pour satisfaire J» toutes les exi- 
gences. Considérée au point de vue i)liis restreint des principes 
qu’il s'agit d’établir comme base du calcul différentiel et intégral , 
elle pourrait se réduire à quelques lignes, où l'on définirait avec 
précision ce qu’on doit entendre par l’état de mouvement d'un 
point dans l’espace et par celui d'une droite dans un plan. En la 
développant comme nous l’avons fait; en détaillant dans les sept 
pi'emiers chapitres une suite de |)roposilions que les procédés 
suivis dans le chapitre VIII permettent d’exposer en quelques 
pages, et dont on peut d’ailleurs supprimer sans inconvénient le 
plus grand nombre, nous avons voulu prévenir les objections 
qu’on serait conduit à nous opposer et cpie les notions générale- 

' Le li'cteiir est prié fie lire colle iiUi-rxIiielion. 
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ment admises en cinématique ne suffiraient pas à résoudre sans 
quelque effort de la part du lecteur. Nous avons aussi voulu poser 
les fondements d’une lliéoric nouvelle, purement géométrique et 
offrant par elle-même toutes les ressources dont on a besoin pour 
certaines applications réservées jusqu'ici au domaine de l’analyse 
inniiitésimalc. C’est ainsi, par exemple, qu’en sc fondant sur 
cette théorie et laissant à l’écart toute notion de calcul différen- 
tiel, toute intervention d'infiniment petits, tout recours à la mé- 
thode des limites, on peut aborder directement les questions 
relatives à la courbure des lignes et des surfaces. 

l.cs développements donnés à cette partie de notre travail ont 
encore une autre utilité : c’est de fournir des moyens de solution 
variés et nombreux, susceptibles de se suppléer les uns les autres 
et de féconder le champ ouvert aux investigations. Toutefois, 
comme ils ne sont point nécessaires à l’exposé des règles établies 
dans la deuxième partie, ni même à la solution direcU; des (jiics- 
tions qui concernent la courbure ou d’autres sujets analogues, le 
lecteur peut sc tenir exclusivement aux premiers éléments de la 
cinématique. Lorsqu’on sait d’avance , d'une manière bien précise 
et bien nette, en quoi consistent la vitesse d’un point et l’état de 
mouvement d’une droite dans un plan, on peut passer outre sans 
s’arrêter à la première partie. Dans le cas contraire, il faut, avant 
tout, s'initier à ces deux notions fondamenudes et se familiariser 
avec elles par l'étude des ehapitres I, II, III, ou plus simplement 
encore des cinq premiers numéros du chapitre VIII. Cela fait, on 
est immédiatement à même de lire avec fruit l’exposé du calcul 
différentiel et d'en saisir toutes les conséquences. 

L’idée de recourir à la cinématique pour fonder sur la géomé- 
trie l’analyse transcendante, n’est pas entièrement nouvelle. Déjà 
vers le milieu du dix-septième siècle, la cinématique du point 
fournissait à Roberval une méthode des tangentes non moins 
remarquable par son élégance que par sa simplicité. Quelque 
temps après. Newton s’appuyait sur cette même cinématique 
pour définir les fluxions, généralisant par cela seul la méthode de 
Roberval, créant du même coup le calcul différentiel tout entier, 
et ouvrant ainsi la voie parcourue successivement par plusieurs 
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gdométrps, au nombre desquels nous citerons en parliailicr Ma- 
claurin et Thomas Simpson. En s’arn^tant à la cinénialiqne du 
point, comme l’ont fait nos devancici's , un laisse subsister un 
obstacle invincible à la construction d'une mélliodc puiTment 
rationnelle, entifrement dégagée de la considération des liniites, 
et susceptible d'ofTrir les mêmes facilités que la méthode iiirinité- 
simale. Cet obstacle disparait lorsqu’on fait inter\ enir la cinéma- 
tique de la droite et que, prenant pour base notre conception 
relative il la courbe, on développe tout ce que renferme en soi la 
déCnition suivante : 

La courbe est la trace d'un point fini se meut sur une droite 
mobile, le point glissant sur la droite et la droite tournant au- 
tour du point , tous deux incessamment. 

De là résulte une série d’applications qui nous ont permis 
d’étendre à la courbure des lignes et des surfaces ce qu’on avait 
fait pour les touchantes aux courbes, c'est-à-dire de créer, pour 
les contacts du second ordre et des ordres supérieurs, une lliéorie 
géométrique analogue à celle de Roberval pour les contacts du 
premier ordre. Telle est la puissance et la fécondité de cette 
théorie que, par elle, et sans autre secours que celui des notions 
les plus élémentaires,- nous avons pu aborder et résoudre toutes 
les questions générales et particulières qui se rapportent à la 
courbure dans les traités de calcul dilTércnticI et d'analyse infini- 
tésimale. Nous croyons avoir fait quelque chose d’utile en mettant 
ainsi à la portée des commençants des questions qui semblaient 
leur être interdites, et, surtout, en leur offrant, comme moyens 
de solution, les procédés simples et rigoureux de la géométrie. Quoi 
qu’il en soit, une objection se présente : elle consiste en ce que la 
marche à suivre exige, en chaque cas, une définition géométrique, 
et, en outre, un certain effort d'invention pour tirer des don- 
nées qu’on possède le parti convenable. En vain multiplic-l-on les 
exemples : tout cas nouveau se résout en un problème particulier 
»lc géométrie, et la construction cherchée ne s’offre pas toujours 
d’clle-même. 

Le travail que nous publions aujourd’hui ne laisse rien suh- 
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sislcr (le l’oiijcciion pivc(*dentc : ee sont les règles nicnics du enicul 
diirérenliel et iiit(’;gnd (|ti'il dè-gnge des éléments do la géométrie, 
réunissant ainsi aux ressoum’s dont nous disposions déjà toutes 
les ressources connues de l'analyse transcendante. 

On sait combien la simple définition d une difTércntiellc pro- 
prement dite présente en général de diflieullé. Dans notre mé- 
thode, comme dans celle (jiic Maclanrin a pris h lâche de déve- 
lopper, la définition de la différentielle peut se donner à priori 
sans offrir rien d'ohseiir ou de eompli(|ué. Maclanrin débute par 
la remarfjiie suivante : 

« En général toutes les quantités de «terne espèce (lorsqu’on 

• considère seulement leur grandeur) peuvent être représentées 
» par des lignes droites qui sont supposées être toujours entre 
« elles en même raison que ces quanlittis. De même, dans celte 
» méthode, nous pourrons représenter les quantités île même 

• espèce par des lignes droites et les vitesses des mouvements qui 

• sont censés les pr(Klnire par les vitesses des points qui se meu- 
» vent sur ces lignes droites *. » 

Reprenons celle remarque en lui donnant toute l'extension 
qu’elle comporte, et supprimant ce qui la restreint ou l'embar- 
rasse. Nous dirons : 

Toute grandeur a pour équivalent numérique une ])ortion de 
droite composée avec l'unité linéaire comme la grandeur donnée 
SC compose avec son unité propre. I.orsque la grandeur donnée 
est incessamment variable, le point, 'qui limite la longueur sub- 
stituée à cette grandeur comme équivalent numérique, glisse eon- 
tiniimcnt sur la droite qu’il décrit. Cela posé, on a la définition 
suivante : 

La différentielle d'iine grandeur guclcongue incessamment va- 
riable est lu vitesse du point gui décrit le scipnent de droite substi- 
tué comme équivalent numérique à cette même grandeur^. 

En s'arrêtant à ee premier aperçu, on peut ihîjà pressentir une 

* Traité (tes /taxions de Mactaurin, trailuit p.vr le H, P. Pezeiias, |Wf{e 7. 

* Il est sous-entendu <|ue ce .seRnienl de di-oilo est liiiiilé à une extréndlé 
par un |>oint fixe , à l’autre par le |M>iiil luolule rpie l'nii considère. 
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rcrtainp difTcrcncc enlrc les deux méthodes que nous mettons iei 
en parallèle. Cette dilTérenec s’accuse de plus en plus à mesure 
qu’on avance dans les applirations. Toutefois, c'est par le déve- 
loppement de l’idée mère renfermée dans notre définition de la 
eourlic qu’elle se caractérise avec toute son importance. Maclaurin 
donne les définitions suivantes de la tangente en un point d’une 
eoiirlie et de la eoiirburc en ce même point : 

« Une droite est tangente à une courbe, lorsqu’elle touebe la 
B courbe si exactement qu’on ne peut mener aiieiiiio droite par le 
» ]»oint d’attouchement entre elle et la courbe '. » 

« Comme de toutes les droites que l’on peut mener par un 
» point d’un are, celle-là seule est tangente qui le touebe si pré- 
» eisémenl qu’on ne. peut pas mener une autre droite entre elle 
» et cet arc; ainsi de tous les cercles qui touchent une courbe 
» dans un point donné, celui-là est dit avoir lu même courbure 
» que cct are, lequel le touche si exactement qu’on ne peut dé- 
» crirc aucun cercle entre eux par le point d’attouchement, tous 
i> les autres cercles passant en dessus ou en dessous*. » 

C’est d’ailleurs en s’appuyant sur ces définitions que Maclaurin 
procède pour déterminer la tangente et le cercle de courbure, 
autrement dit le cercle osculateiir. 

Les définitions que nous venons de rappeler accusent certaines 
propriétés caraclérisliqucs de la tangente et du cercle oscillateur. 
Elles ne font point connaître le rapport qui s’établit entre ces 
lignes et la courbe dans leur génération simultanée. Pour nous, qui 
désignons sous le nom de direclrire la droite mobile mentionnée 
dans notre définition de la courbe, la taiKjeute est lu directrice 
du point décrivant, c’est-à-dire la droite stiivant laquelle est 
dirigée lu vitesse de ce point; la courbure est celle du cercle où 
subsiste, d'une manière constante, le rapport établi entre la 
vitesse actuelle du point décrivant et la idtesse angulaire simul- 
tanée de la directrice. Que la vitesse du jioint décrivant conserve, 
à partir d’un instant quelconque, la direction qu’elle affecte à ce 

' Traité ries flarimis de Marlaiirin , Iradiiil par le H. P. Pe/.enas, p. 120. 

- Ilndem, p. 210. 
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mcine instant; le point décrivant cesse de décrire la courbe pour 
décrire la tangente. Que le point décrivant et la directrice de ce 
point persistent tous deux, riiii à glisser sur la directrice, raiitre 
à tourner autour du point décrivant, comme ils le font ii un instant 
quelconque déterminé; à partir de ce meme instant, le point dé- 
crivant cesse de décrire la courbe pour décrire le cercle oscula- 
teur. En chaque point d’une courbe, il y a sur la courbe direction 
et courbure : le cercle osculateur est le type sensible de la cour- 
bure, comme la tangente l’est de la direction. 

On observera que nos déGnitions ont un caractère particulier. 
Elles pénètrent au fond même des choses; clics expriment et ma- 
nifestent les lois qui président à la génération des grandeurs, dont 
on étudie la variation simultanée. 11 suit de là qu'elles doivent né- 
cessairement offrir des moyens nouveaux de recherche et de solu- 
tion. L’exposé du calcul dilféreiitiel et intégral fera ressortir les 
avantages qu’elles présentent en se systématisant de manière à 
constituer une méthode générale. Bornons-nous ici à en donner 
une idée par une application tout élémentaire. 

Représentons-nous une courbe plane et le point qui la décrit. 
.Soit r la vitesse de ce point et te celle de la directrice à un même 
instant quelconque déterminé. Considérons la normale à la courbe 
décrite, et supposons qu’entraînée par le point décrivant, elle 
glisse avec ce point le long de la directrice et en lui restant per- 
pendiculaire. 11 est visible qu’en se déplaçant ain.si, la normale 
glisse tout entière avec lu vitesse ç parallèle à la directrice, et 
qii’cn même temps, elle tourne autour du point décrivant avec la 
vitesse tr. De là résultent pour le point o, situé sur la normale à 
la distance R du point décrivant, deux vitesses actuelles et simul- 
tanées, l’une égale à r, l autre au produit Rte. Ces deux vitesses 
ont une même direction perpendiculaire à la normale; elles sont 
d’ailleurs de meme sens ou de sens contraire, selon que l’arc dé- 
crit, à partir de l’instant considéré, commence par être convexe 
ou concave du côté du point o. Supposons le point o pris du côté 
de la concavité. Dans cette hypothèse, la vitesse du point o est 
représentée en grandeur par la différence r — Ru\ 

Considérons en particulier ce qui arrive j)our le point o, lors- 
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qu'au lieu de rester quelconque il est déterminé par l'équation de 
condition 




En ce cas, l’on a évidemment 

i' — Ru" = ü. 

De là résultent les conséquences suivantes : 

1® Lorsque le point décrivant entraîne avec lui la normale à 
ta ligne décrite, il est un point de la normale dont lu vitesse est 
nulle. Ce point est situé du côté de la concavité, d une distance 
du point décrivant exprimée pour chaque position de la normale 
par la valeur correspondante du rapport ^ . 

2® Deux cas sont possibles, selon que le rapport ^ demeure in- 
variable sur la courbe décrite ou qu'au contraire, il varie inces- 
samment d’ttn point à un autre. 

Dans le premier cas , le point de la normale dont la vitesse est 
nulle reste toujours le même. Il s’ensuit qu'il est fixe et que la 
ligne décrite est une circonférence de cercle ayant son centre en ce 
point. 

Dans le second cas , le point de la normale, dont la vitesse est 
nulle, est le centre du cercle qui se substituerait à la courbe dé- 
crite, si l’on conservait au rapport L h, i-aleur qu’il affecte à 
l'instant que l'on considère. Ce cercle prend, par rapport à lu 
courbe, le nom de cercle oscillateur. Son rayon est dit rayon de 
courbure. En désignant par p ce rayon, on a généralement 

V 

^ m 

Soit m une position quelconque du point qui décrit la courbe 
donnée; o le centre de courbure correspondant à celte position; 
m' un point mobile assiijetli à glisser sur la normale de manière à 
( oïncider toujours avec le centre o du cercle oscillateur. 

Le rayon p étant, par hypothèse, incessamment variable, il 
s’ensuit que, dans le passage d’une position quelconque île la nor- 
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male aux positions suivantes, le point m’ s’éeartc ou se rapproche 
(lu point m en glissant sur la normale nv(;e une certaine vitesse. 
Soit « cette vitesse : elle est diîlermiinjc par la variation corres- 
pondante du rapport c'est-à-dire par le degrii de rapiditi; avec 
lc(picl ce ra|)porl augmente ou diminue. Nous savons d'ailleurs 
qu'elle constitue à elle scidc la vitesse totale du point m'. 

Affectons à In courbe dontme le nom de développayile et nu lieu 
gc-ométrique de ses centres de courhiire, celui de développée. Les 
consid(îrations qui précèdent ont pour consctjuenccs immédiates 
les déductions suivantes ; 

3“ Pendant /fiie le point m décrit la développante, le. point m' 
décrit la développée, 

4“ Dans la description de la développée , le jwint ni' glisse sur 
la normale mm' avec la vitesse u, et, en même temps, ta nor- 
male tourne autour de ce point avec la vitesse w. 

3“ Toute normale à la développante est tangente d la développée , 
et réciproquement toute tangente d la dévelop])ée est normale d la 
développante. 

IJ® Dans le passage d'une position d une autre, lu normale à 
lu développante s'applique sur la développée pur voie d’enroule- 
ment continu. 

7” L’arc de la développée compris entre deux rayons de cour- 
bure de la développante a pour longueur rectifiée la différence 
de ces mêmes rayons. 

8® Le rayon de courbure de la développée est représenté pour • 
le point in' par le rapport , en même temjis que relui de la déve- 
loppante l’est pour le point m par le rapport ^ . 

y® Lorsque les vitesses u et w varient dans un rapport con- 
stant, la développée est une circonférence de cercle. 

10® Les développantes de cercle sont les seules lignes pour les- 
quelles les vitesses u et w conservent entre elles un rapport inva- 
riable. 

S'agit-il maintenant de déterminer les propriétés et les carac- 
tères distinctifs du cercle oscillateur? S’agit-il, en outre, d'étaldir 
les conditions relatives aux eontaels des ordres supérieurs? On 
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pi'ul y parvi'iiir, i-oiniiic nous l'avons l'iiil on s'!i|i]iuyiinl sur les 
premiers cléments de la géométrie. On y parvient plus direelc- 
nienl encore, en observant que, |)oiir une même vitesse du point 
décrivant, l’écart entre la tangente et la courbe augmente néees- 
saircment avec la vitesse angulaire de la directrice. De là se déduit 
sans In moindre difliculté toute une série de conséquences. Knon- 
eons-en les principales, en désignant par ni le lieu de départ du 
point déerivant et par « l'arc décrit à partir de ce lieu. Voici 
d'abord un premier énoncé : 

Le cercle oncululeur enl, fiunni luim les cercles jiassunt fiar le 
piHiil m, celui tfui se rap/iroclie te plus de l'urc s dans le roisi- 
nmje du poiiil ni. H esl lu limite, sépuralive des cercles (/ui tou- 
chent l'urc s en m, les uns intérieurement, les autres extérieure- 
ment. En général, il coupe lu courbe au point d'osculution. 

Lorsque deu.v courbes ont en un ]>oint commun même tangente, 
elles SC touchent en i-e point et leur contact est du premier ordre. 
Si, en outre, elles ont même courbure, leur contact, devenu plus 
intime, est dit du deuxième ordre. Soit o le rentre commun de 
courbure qui correspond au contact du deuxième ordre établi, par 
bypotbèse, entre les deux courbes que l'on considère : 

Les développées de ces courbes se louchent au point o et leur 
contact est du premier ordre. 

Supposons, sans rien eliangcr (railleurs, que le eunlacl des 
développées soit du deuxième ordre, celui des développantes, de- 
venu plus intime, sera du troisième ordre, et ainsi de suite, tout 
contact de l'ordre n entre les développées impli(|uant un contact 
de l'ordre n I entre les développantes, et, réciprmpiemcnt, tout 
contact de l'ordre n -v- 1 entre les développantes impliquant un 
contact de l'ordre n entre les développé'cs. On voit ainsi comment 
le contact du troisième ordre se définit au moyen du contact du 
deuxième ordre, celui du quatrième au moyen du troisième, cl 
ainsi de suite indéfininienl. Cela posé, il n'est pas besoin d'autres 

' Vuic notre Tl.eurie ijêuméiriqiic (les rai/ims et centres de courbure (5'“' noie 
addition m-lle). 
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|»ropcd(!s (|uc ceux de la güoinclrie élénicnlairc pour établir les 
déductions suivantes : 

ior.s'Y«e deux rourhes otit entre elles un contact d'u7i ordre cjiicl- 
coïKiiie supérieur au premier, selon cpie leurs courbures sont 
toutes deux croissantes , ou toutes deux décroissantes à partir du 
point de contact et d'un même côté de la tangente, la position 
relative des développées est l'inverse ou la même que celle des dé- 
veloppantes. 

En général, lorsque deux courbes ont entre elles un contact 
d'ordre pair, elles se coupent au point d'osculation. 

En général, lorsque deux courbes ont un contact d'ordre im- 
pair,' elles ne se coupent pas au point où elles ,se louchent. 

Entre deux courbes dont le contact est de l'ordre n , on n'en peut 
mener aucune aguntun contact d'oi-dre inférieur. 

Cet aperçu indique suffisamment ce qu’il y n de neuf dans la 
méthode que nous nous proposons ici de généraliser. Il montre, 
cil inéiiie temps, comment celte métliodc a ses procédés particu- 
liers, essentiellement distincts des procédés ordinaires. L’exposé 
du calcul différentiel fera voir l’extension que comporte celte 
même méthode cl comment elle embrasse tous les cas possibles 
d'application, c’est-à-dire comment elle se systématise en déga- 
geant de la géométrie les règles dont on a besoin pour résoudre, 
ainsi t|ri'on le fait par d'antres mélbodcs, toutes les questions qui 
peuvent se présenter. I/avanlage consiste en ee que tout repose 
sur des notions rationnelles, purement élémentaires, offrant un 
sens précis, faciles à saisir dès le début, et supprimant ainsi toute 
obscurité. Il consiste également en ce que les moyens directs dont 
on dispose présentent, en général, de grandes facilités et qu'en 
outre, ils comprennent implicitement tous ceux dont l’emploi 
peut, en eertains eas, paraître préférable. 

Nous avons dit plus haut île quoi se compose la première partie 
de cet ouvrage et les simplifications qu’on y peut introduire. I>a 
deuxième partie comprend les règles générales de la différentia- 
tion, et, pour les cas les plus simples, les règles correspondantes 
de l'inlégralion. Elle se distingue des écrits publiés sur la meme 
matière en ce qu’elle n’cinprunlc le secours d'aucune des mé- 
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tiludes conuues el ijuc tout se réduit à des constructions purement 
géométriques. Rapprochée du travail que nous avons produit an- 
térieurement sur le poslulalnm d’Euclide, elle montre, ainsi 
que nous l'annoncions, comment en mathématiques élémentaires, 
de même qu'en analyse transcendante, tout se ramène à une seule 
et même conception roudameiitalc. 

Les lecteurs au courant des difficultés métaphysiques soulevées 
par l'analyse transcendante seront surpris sans doute de nous voir 
affirmer que nous ii'avons besoin ni des infiniment petits, ni du 
procédé des limites, ni d'aucune notion d'algèbre supérieure pour 
établir à priori les règles de cette analyse et les rendre applicables 
à tous les cas. On rcconnailra que cette affirmation n'a .rien d'exa- 
géré. Nous aurions pu combiner avec les moj ens propres à notre 
méthode, ceux que fournit la méthode des limites et que nous 
étions en droit de nous appro|>ricr après les avoir déduits du théo- 
rème fondamental exposé n° C. Nous le pouvions d'autant plus que 
tout étant éclairci dés l'abord, les résultats obtenus par la méthode 
des limites ne se réduisaient pas à la simple traduction d'une série 
de faits que l'on n'explique point, dont le sens échappe et qui res- 
tent en partie stériles. Nous avons préféré procéder exclusivement 
par la géométrie, de manière à ne laisser aucun doute sur l'indé- 
pendancc absolue qui existe entre notre méthode et les autres. 

La marche suivie dans les cinq prcmici's chapitres peut être 
simplifiée d'après les indications du chapitre VI et notamment des 
numéros 38, 39 et 40. En se reportant à ravertissement pincé en 
tête de cet ouvrage, on verra eommenton doit en faire la lecture 
pour parvenir au but proposé dans les conditions les plus 
promptes et les plus faciles. 

Il nous a paru curieux de démontrer à priori que le plan tan- 
gent en un point d'une surface contient, en général, toutes les 
tangentes menées par ce point, et que deux tangentes réciproques, 
qui sortent avec une égale vitesse des sections qui les déterminent , 
ont des rotations égales et contraires autour des directions suivies 
(«rieurs (loinls de contact. Le premier de ces théorèmes implique, 
comme conséquence, la loi générale de la différentiation des fonc- 
tions composées ou complexes, et réciproquement. Le dernier 
exprime l’égalité qui subsiste entre les résultats de plusieurs déri- 
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vulions successives où l'ordre seul a élé ehuiige : ici d’ailleurs, 
cuiiime dans le premier cas, il y a rcciproeitc complète. Celle cMjiii- 
valence entre deu.x faits purement géométriques cl les faits simi- 
lai rcs qui leur correspondent en analyse dilfércnticllc offre, pen- 
sons-nous, un certain inlérél. 

Lorsqu’on veut établir dircelemeiil et de prime abord, ainsi 
que nous l'avons fait aux numéros 55 et 54, les propriétés des 
tangentes réciproques, on ralentit la marche des déductions, cl 
on leurùlc, en partie, la simplicité qu’elles comportent. Le mérite 
d’une dillicullé vaincue nous a paru devoir être compté pour 
qucbiuc chose, alors qu'il ne s’agissait pas seulement d’arriver au 
but, mais bien aussi de faire ressortir la puissance cl la multipli- 
cité des ressources dont nous disposons. Que ce soit, au besoin, 
notre excuse. L’inconvénient signalé n’cxisle d'ailleurs qu’en appa- 
renec : il disparail, lorsqu’on passe du n° 9 aux n“‘ 58, 59, 40 cl 
(pie, revenant au n" 12, on poursuit, en supprimant les n“‘ 27, 
28, 55,54, 55et37. De là résulte une simplifiealion considérable : 
les figures planes et leurs mouvemciils dans un plan étant les 
seuls qu’on ail à considérer, il sullit des premiers éléments de 
géométrie et de cinématique pour établir toutes les règles de la 
différentiation et procéder ensuite aux applications ultérieures. 

Les développements que comportent le calcul différentiel et 
intégral sont faciles à déduire des jirincipes exposés dans la 
deuxième partie de cet ouvrage. Pour s’en convaincre à l’auince, 
il suffit d'observer que la méthode fondée sur ces principes rend 
toutes les autres immédiatement accessibles et qu’en outre, elle a 
ses moyens particuliers, généralement lrès-|)rompts, très-directs 
et très-simples. Quoi qu’il en soit, nous croyons devoir poursuivre 
la lâche que nous avons entreprise et nous efforcer de la mener à 
bonne fin en la conijilétant. Déjà le plus difficile est fait : di-jà 
tout est compris implicitement dans le travail que nous publions 
aujourd’hui. Les pa'rlies suivantes auront |>our objet les applica- 
tions analytiques cl géométriques du calcul différentiel et inté- 
gral : elles feront, pensons-nous, ressortir mieux encore les a\ all- 
iages de notre méthode. 
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CALCUL DIFFÉUENTILL ET INTÉGKAL 



PKËiHlÉRE PARTIE. 

.^OriüINS PUÉLlJttllM AlliES. 



CI.NÉMATiyUE DU PÜIM', DE LA DUOITE ET Dl l'LA-N. 



CHAPITRE 1". 



DES UÉI‘LACEME^TS UECTiLIG.^ES ET SlHULTAiNÉS 
DE PLUSIEURS PülATS. 



Dvftnitiim i‘l mesure des vitesses. 

1. Considérons un point supposé nioliilc sur une droile, ' et y 
omipanl une position quelconque déterminée. Lorsque ec point 
sort de celte position , c’est suivant la direction de la droite et avec 
un certain degré de rapidité. De là résulte pour le point mobile 

* t^tlc droite est su|i|ioséc fixe. On verra plus loin coninieiil la délinitioii de 
la \itessc donnée pour le cas d’un point qui sc meut sur une droite fixe s’étend 
d’elle-inéine au cas oii il y a niouvenienl du point et de la droite, le puiiil 
ijtissaiil sur la droite et la (truite tournant autour du itoiiit , tous detu' simul- 
lanémenl. 

‘2 
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• un état particulier, distinct de l'état de repos. Cet état d'un point 
(pii sort de la position (pi’il occupe est dit élut de mouvement. On 
le désigne plus siinpleinenl encore sous le nom de vitesse. 

Dans la vitesse ainsi définie , il y a deux clioses à distinguer : 
l’une est la direction, l'autre la grandeur. La direction est déter- 
minée par la droite sur laquelle le point est assujetti à se déplacer; 
elle comporte deux .sens opposés l'un à l'autre. La grandeur est le 
degré de rapidité avec lequel le déplaeemcnl commence à partir de 
la position considérée. 

Étant donnée une position quelconque du point mobile et la vi- 
tesse avee laiiucllc le point .sort de cette position, on peut toujours 
concevoir que le déplacement continue comme il commence, c’est- 
ii-dii ’e sans que la vitesse initiale cesse de conserver, partout et 
toujours, une seule et même direction, un seul et même sens, 
une seule et même grandeur. Quelle que soit la vitesse ainsi dé- 
terminée, par cela seul ipi'ellc est invariable, le déplacement du 
point mobile s’accomplit avec uniformité , c’est-à-dire suivant un 
mode unique , partout et toujours identiquement le meme. Réci- 
proquement, s’il s’agit d'un point qui se déplace uniformément , 
la vitesse de ce point conserve partout et toujours une seule et 
même détermination. 

Imaginons que sur la droite à décrire on ait tracé des divisions 
quelroïK/uet , toutes égales on longueur. Par hypothèse, la vitcs.se 
est constante ; il y a donc uniformité , et de même que le point 
décrit d’ahord la première division, de même ensuite il décrit cha- 
cune des autres, dans des conditions toujours identiques. Au lieu 
d'un seul point décrivant, considérons à la fois deux points animés 
chacun d'une vitesse constante. Pendant que le premier point dé- 
crit une longueur l, choisie comme on voudra, le second point 
décrit une longueur correspondante /'. De même aussi, pendant 
que le premier point décrit un multiple quelconque de la lon- 
gueur /, le second point décrit le meme multiple de 1a longueur /'. 
On déduit aisément de là (]ue si l'on prend deux longueurs quel- 
conques décrites simullunément de part et d'autre, ces longueurs 
conservent entre elles un rapport invariable. On voit d’ailleurs 
que les longueurs déerilcs croissent avee les vitesses des points 
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(lêcrivunls, et l'on est conduit nalundleinenl ù prendre les unes 
pour mesures des autres. 

Soit Ao, A|, A, . . . A„ tinc suite de droites toutes superposées 
dans l’ordre des lettres qui les désignent resj)eclivcnient. Conce- 
vons que la droite A„soit fixe, et que chacune des autres, entrai- 
liant arec elle toutes celles cfui lui sont superposées , glisse sur la 
précédente avec la vitesse t?. La vitesse de la droite A, sera v ; celle 
de la droite Aj, v -4- f ou 2r; celle de la droite A,, 2u -+- r ou 5r, 
et ainsi de suite, celle de la droite A„ étant représentée par nv. 
D'un autre côté, tandis qu'un point de la droite A, décrit une lon- 
gueur quelconque l, les longueurs décrites par chaque point des 
droites A,, Aj . . . A„ sont respectivement 2/, 3/, . . . ni. Il suit 
de là que les vitesses des points situés sur les droites A,, Aj . . . A„, 
sont entre elles comme les longueurs que ces points décrivent 
simultanément. On voit donc que si par vitesse double, triple, 
quadruple, etc., on entend la vitesse qui résulte pour un même 
point de la composition de plusieurs vitesses simultanées, tontes 
égales et prises an nombre de deux, trois, quatre, etc., il est ri- 
goureusement exact de substituer au rapport des vites.ses que l’on 
compare entre elles, les rapports des longueurs décrites simulta- 
nément par les points qu’elles animent. 

De là résultent, en ce qui concerne les grandeurs respectives 
des vitesses simultanées qui animent en meme temps un ou plu- 
sieurs points, les conséquences suivantes ; 

1“ Lorsque plusieurs vitesses siinultinièes animent un même 
point, suivant une même droite, lu vitesse résultante est la somme 
algébrique des vitesses composantes. 

2” Dans la comparaison de plusieurs vitesses, chugue vitesse 
peut être exprimée par une longueur. 

3° Les vitesses que Von compare animant certains points, les lon- 
gueurs qui les expriment sont les portions de droite que ces points 
décriraient simultanément , si chaque vitesse demeurait constante. 

4“ En général , on est libre de fixer, comme on veut, la portion 
de droite prise pour mesure de l’une des vitesses qui sont à com- 
parer; les antres s’en déduisent. 
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Coiiiptisilwii vl (Uxoïiijiusitioii (Ivü vitexxet. 



2. Soil iiiu' tlroilc AC, ni un jioinl (iccriMinl ccllcdi’oilcà partir du 
point A; U la \ilissc av< e laqurlle le point 
m se déplaec sur la droite AC. Au lieu 
d être fixe, la droite AC peut être mobile, 
et, par exemple, glisser, nuits Imtriier, le 
f long de la droite .AL. Dans ce glissement 
de la droite AC une seule et même vitesse 
anime, en même temps, tous ses points; 
c’est la vitesse du point A, vitesse dirigée 
suivant AL et ((ue nous désignerons par 
Lorsque le point A de la droite AC parvient en A' sur la droite 
AL, la droite AC oeeupe 1a position .A'C' parallèle à AC. Le ])oint ni 
est alors en B', A'U' étant la longueur qu'il décrit sur AC, pendant 
que le j)oint A décrit sur AL la longueur AA'. 

Les longueurs A'B', AA' étant décrites simultanément, rime 
par le point in en vertu de la vitesse constante u, l'autre j)ar le 
point .V en xerlii de la vitesse constante ii', on a, eonrorniément 
à ce qui précède , 




A'U' 

AA' 



V 

— = cous"'. 
Il 



Cette relation lixe d’une manière invariable la position de la 
droite AB' dirigée suivant la diagonale du parallélogramme A A'B'B. 
Elle montre, en outre, qu’il existe un rapport constant entre la 
longueur de cette diagonale et celle de cbacun des cotés qui lui 
eoi-respondent. 

De là résultent les conséquences suivantes : 

1“ Le iiuinl m peut éire voitsidéré connue uitiiiu: de deux vi- 
tesses siinulliinées, l'une i'ijale à u et puraUèle à .AC, l'uiitre étjule 
ù u' et pandUde ù AL. 

2" Un vertu de ces deux vitesses siniiiltunées , supposées eon- 
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staiiles, le point m décrit la dimfonule AB' arec vne vitesne con- 
stante V, déterminée par lu relation 

r n II' 

AB' A'ir A\'‘ 

Siip))Osons que l’iine des trois longueurs AB', A'B', AA' soit 
prise pour mesure de In vitesse qui lui eoiTespond ; Iti même 
eondilioii s'applique en mcînic temps à rlinrune des deux antres. 
Ce résidiat est connu sous le nom de parallélni/ramme des vi- 
tesses. On peut rénonrer, comme il suit, sons forme de règle gé- 
nérale : 



nÉci.E. — Le point m étant animé de deux vitesses actuelles 
Fig i simultanées , représentées en direction, sens 

et yrandetir pur les portions de droites ma, mb, 
la vitesse résultante est représentée en direc- 
tion , sens et yrandenr par la diayonule mu du 
paralléloyranme manb construit sur les côtés 
ma, ml). 




I.a réciproque est d’ailleurs évidente. On peut done dire aussi 
rnmmc règle générale : 

S™' RÈGLE. — Étant donnée la droite mn cjui représente en di- 
rection , sens et yrandenr lu vitesse actuelle du point m, si sur 
cette droite, prise pour diayonale, on construit un parallélo- 
yramme quelconque maub, la vitesse du point m peut être consi- 
dérée comme résultant de deux vitesses simultanées , représentées 
en direction , sens et yrandeur, par les côtés ma, mb. 



De là résulte cneore cette antre règle : 

3™' RÈGLE. — Étant données l'une des deux composantes de la 
vitesse d'un point, et la direction de l'autre composante , si l'on 
trace à partir du point la composante connue et que, par son 
extrémité, l’on mène une parallèle à l'autre ronipn.snntr , l'er- 
trémilé de la résultante est située sur celte parallèle. 

Le point m pouvant être considéré comme décrivant la droite 
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AB', on observera que les vitesses u, u' sont en m^mc temps, d'une 
part, les eomposanles de la vitesse v suivant les directions AC, 
AL, d'autre part, les vitesses des projections du point ni sur deux 
axes coordonnés parallèles à ces directions 

DU DÉPI.ACF.MENT d'L’N POINT Sim t’NE COUnnE. 



Déteniiinalioii de lu vitesse. 



5. Considérons un point sortant de la position qu’il occupe : ce 
point est animé d’une certaine vitesse. Ainsi ipic toutes les gran- 



* On reconnait aisément que les n'sullats du n" i s'appliquent à tout mou- 
vement simultané d’un point sur une droite et de la projection de ce imiiit sur 
une autre droite, les lignes projetantes étant toutes parallèles à un même plan. 
Soit m le iwint molûle, AB la droite qu’il décrit, P un plan de direction 
constante passant par le point m, b une droite fixe, p 
le point oii le plan P coui>e la droite D. 




Prenons sur la droite AB un point quelconque A , 
et |>ar ce jioint, menons la droite AC parallèle à la 
droite D. n étant le point oii le plan P coupe la droile 
AC, il est aisé de voir que la droite mn est de direc- 
tion constante et que le point n se meut sur AC , 
comme le iwint p se meut sur la droile 1). On i>eut 
donc substituer le point n au |H)int p : le mouvement 
de l’un sera le mouvement de l'autre. 



La droite mn élant de direction constante, rien n’enqV-elie qu’on n’assujet- 
tisse, en outre, le point u à conserver sur cette droite une seule cl même 
josition. Dt's lors le mouvement de la droite mn est complètement déterminé 
par celui du point m. II en résulte : 

1" Que le mouvement du |K)int n sur .AC est complètement déterminé par 
le mouvement du point m sur AB; 

2" Qu’i un seul et même état de mouvement du point m sur .AB corres- 
l>ond un seul et même état de mouvement dn [siint n sur AC. 

Cela posé, v élant la vitesse .actuelle du iwint m sur AB, il n’inqiorte en 
rien que cette vitesse suit constante ou bien incessamment variable. Dans no 
cas comme dans l'autre, il ne peut jamais v avoir, pour la vite.sse aeluelle et 
simultanée du point n sur AC, (|u’une seule et mémt“ détermination, celle 
ipii corres|iond à la vitesse r sup|io:ao constante. 
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denrs mathëniatiqups, ccttc vitesse peut (Hrc constante ou bien 
incessamment variable. Dans tous les cas , clic est à chaque instant 
complètement dctermincc. Lorsqu’elle varie et qu’on veut ex- 
primer ce qu’elle est pour une positioa donnée du point mobile , 
on considère exclusivement la détermination particulière qui cor- 
respond à la position donnée. On suppose qu’à partir de celle 
position, la vitesse demeure invariable, et l’on procède comme si 
elle l’était effectivement. Par ce simple artifice, le cas des vitesses 
variables se ramène au cas des vitesses constantes, et les règles 
établies pour celui-ci s’appliquent è celui-là. 

Soit abc une courbe plane et AP, AQ deux droites quelconques 



A 



Fig. i. 




situées dans le plan de ccttc 
courbe. Imaginons que le 
point Â de la droite AQ se 
déplace uniformément le 
long de la droite AP, la 
I'" droite AQ se mouvant tout 
JJ, entière avec le point A, et 
conservant toujours une 
seule et même direction. Soit 
Q a le point où la droite AQ 



rencontre d’abord la courbe 



oùc. Concevons un point m mobile sur la droite AQ et s’y dépla- 
çant à partir du point a de manière à occuper sans cesse la po- 
sition précise où la droite AQ coupe la courbe abc. Cela revient à 
dire que le point m décrit tout à la fois la droite mobile AQ et la 
courbe fixe abc. 



Soit « la vitesse du point A sur la droite fixe AP et u' celle du 
point m sur la droite mobile AQ. Par hypothèse, la vitesse u est 
constante : si la vitesse «' l'était, en même temps, pour une por- 
tion quelconque de la droite AQ, il s'ensuivrait que la ligne, 
décrite par le point m dans le plan PAQ, serait droite sur toute 
l’étendue correspondante à celte portion. Or la ligne déeritc est 
la ligne abc, supposée courbe dans toutes ses parties, la vitesse u' 
est doue incessamment variable 



' Toute variniion Ince.ssaiite est nécessairement continue. Cela ne veut point 
dire (|ue la vitesse ii' ne peut subir annin chanpienient bnisque sur toute 
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Consi<li'rons In «Iroitc AQ dans nno position quclconqno A'Q'. 
Lfi point Ml est alors en b et les vitesses qui l’animent simultané- 
ment sont l'une ii, l'nulre (Construisons d'après la règle du 
parallélogramme, la résultante r des vitesses artuelles u, »/'. La 
composante « est constante en grandeur ainsi qu’en direction; la 
composante u' est aussi constante en direction, mais sa grandeur 
varie sans cesse è partir du point b, au delà eomme en deçà. La 
conséquence est qu'à partir du point b, au delà comme en deçà , la 
vitesse r a une direction incessamment variable. 

Soit II un point pris sur la courbe abc, à proximité du point b. 
Projetons ce point sur A'Q' par une droite no parallèle à PA. Les 
longueurs bii, bo se correspondent, étant toutes deux déciâles 
simultanément par le point ni, Tune sur la courbe fixe ubc , l'au- 
tre sur la droite mobile AQ. Sujiposons la longueur bn sufiîsam- 
nicnt petite : dès lors nous pouvons admettre que la grandeur «' 
varie continûment de b en o , et qu'eu outre, elle est constam- 
ment eroissante ou constamment décroissante dans toute l’étendue 
de cet intervalle. Admettons que de b en o , la grandeur «' soit 
constamment croissante : il en résulte que. de b en ii l'angle de la 
limite A'Q' avec la vitesse r décroît continûment. Soient b!, bf, 
les directions de la vitesse r, l’une en b, l’autre en ii ; si la grandeur 

retondue de la courbe ajbc. Cela veut dire que , s'il y a des rliangemcnts brus- 
(liMS., ils se succèdent à certains intervalles , |>endanl chacun desquels la con- 
tinuilé subsiste sans inlerrupliun. 

Cette observation ne s'apiilique pas seulement à la grandeur de la vitesse u'. 
Elle s'applique en meme lein|)s à la direction de la vitesse du iKiinl m sur la 
courlM' abc. On voit d’ailleurs que celle grandeur et celle direction dèpcndeiil 
l’une de l'auli'i', et ipi’à cet egard, elles varient toutes iletix dans les mêmes 
conililions. 

En lésumé , l'on [leiil et l'on doit poser eomme ariome le princi|)e suivant , 
qui, s’il n'est pas toujours exprimé, e.sl au moins toujours sous-entendu ; 

Toute variation, supposée incessante et ayant une nriijine <iiieleonqiie 
déterminée, est nécessairement continue sur une étendue plus nu moins 
grande , comptée a partir de cette origine. 

O prineipe ne saurait être contesté, par cela seul ipte toute byisilliêse con- 
traire est un non-sens im|>li<ptant alisurdilê et conlradielion. 
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u' demeurait constante sur la longueur 6o, selon quelle alTcctemit 
la valeur qui correspond nu point b, ou celle qui correspond au 
point O, le point m décrirait la droite bi ou la droite bf. En réalité 
la grandeur «' croit continûment de b en «, et, en même temps 
l'angle de la vitesse v avec la droite A’Q' décroît continûment 
depuis la valeur obi jusqu'à la valeur obf. La ligne décrite par le 
|M)int m de b en n est donc nécessairement, comprise entre les 
droites bi, bf{‘). Cela posé, imaginons que le point « et sa projec- 
tion O se rapprochent indéfiniment du point b. Dans celte hypo- 
thèse, la droite bf tourne autour du point b et se rapproche indé- 
finiment de la droite bi : rien ne change ^l’ailleurs; il y a donc 



(') Pour ne laisser aueim doute sur relie dédurliou, nous allons la dénionlrer 
avec une enlién' rigueur. 

Par le point h menons une droite be parallèle à PA et considérons le moii- 

reinciit du point m , à |>artir du 
point b, sur l'arc bn' égal à bn nu 
plus |>elil. 

.Soient c', i', n' , f les |>oints di' 
rencontre des lignes be , bi, bn , 
bf avec une même droite A"Q" 
parallèle à AQ. Soient en même 
temps u't , et «'» les valeurs de 
la vitesse u' aux (K)inls b et o. 

Taudis que la droite AQ se 
Irausporte de A'Q' eu A"Q", le 
))oint m décrit sur celle droite la 
longueur e'n'. La vitesse <|ui 
anime le point m |>endant cette description et suivant cette droite, com- 
mence i>ar être égale à ti't : elle est d'ailleurs constamment croissante et tou- 
jours inférieure à «'»; si cette vitesse, au lieu de varier comme elle le fait, 
demeui-ait constante, selon tpi'elle serait égale à u't ou à u’c, la longueur <lé- 
crite |iai' le |)oint m sur la droite AQ serait moindre ou plus grande qu'elle 
l'Mt elTectivemenl. Or, dans le premier cas, cette longueur serait e'i', et dans 
le sr-cond e'f. On a rlonc nécessairement, d'une part. 



Fig. 'J*'*- 




et , d'autre part. 



r'it' |> e’i' 
en' < e'f 



La conséquence évidente est que l'are bn' est tout entier compris entre les 
deux droilr>s bi , bf. C. Q. K. b. 
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toujours, A par tir du pointé, une portion de l’nrc bc comprise entre 
ia droite fixe bi et la droite mobile bf. 

Nous venons de voir que la droite 6/" peut se rapprocher indé- 
finiment de ia droite bi, sans que ces deux droites cessent de 
comprendre entre elles une portion de l’are bc. Cela revient h dire 
qu’aucune portion de droite ne peut, à partir du point b, rester 
comprise entre la droite bi et l’arc bn. Il s’ensuit que la droite bi 
est, de toutes les droites passant par le point 6, celle qui se rap- 
proche le plus de l’arc bn , dans le voisinage de ce point. La droite 
bi, ainsi déterminée , est nécessairement unique : on la distingue 
de toutes les droites passant par le point b en 1a désignant sous le 
nom de tangente ou sous le nom de directrice, selon qu’on la con- 
sidère par rapport à la courbe décrite, ou par rapport au point 
décrivant. 

Nous avons supposé la vitesse u continûment croissante de b 
en O. La démonstration se ferait de la même manière, si, de b en 
0 , la vitesse «' était constamment décroissante. La seule différence 
consisterait en ce qu’au lieu de s’abaisser au-dessous de la droite 
bi, l'arc ûn et la droite 6/" s’élèveraient au-dessus. 

Concluons que, dans la description d’une courbe par un point, 
la vitesse de ce point a une direction incessamment variable. 
Concluons, en outre, que cette direction est , pour chaque position 
du point décrivant, celle de la tangente à la courbe décrite '. 

4. La vitesse u peut être quelconque, constante ou variable. 
Dans tous les eus, la démonstration du n° 3 se fait de la meme ma- 
nière, et l’on voit aisément que la résultante des vitesses u, «' est 

’ Les considérations qui précédent suffisent pour établir la méthode des 
tan^omies créée par Hoberval , et exi^sée , comme il suit , dans les .VCtnoires de 
[Académie royale des sciences, année 1090. 

Principe. — » La direction du mouvement d’un point qui décrit une liffiie 
■> coiiriK;, e.st la touchante de la ligue coiirlM.' eu chaque position de ce poiiM. • 

Règle generale. — « Par les propriétés spécifuiues de la ligne courbe ( cpii 
» vous seront données), examine/, les divers mouvements qu’a le point qui la 

• décrit, il l'endroit oii vous voulez mener la louchante. De tous ces mouve- 

• ments, compo.sez-en un seul : tirez la ligne de direction du mouvement 
» compost* ; vous aurez la touchante de la ligne courbe. » 

Ce principe cl celle n'*gle donnent, dans la plupart des cas, le moyen de 
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lüujours dirigée suivant une même droite , la droite la plus rap- 
prochée (le la courbe au point (/ue l’on considère. De là rcaullc le 
principe suivant : 

On peut attribuer indifféremment une valeur (luelronque soit à 
la vitesse v, soit à l'une ou l'autre des deux composantes u, u' : 
les rapports que ces vitesses ont entre elles restent touj(/urs les 
mêmes en un même point. 

Détachons de la courbe abc l’arc Im, cl considérons-le séparé- 
mcnt;m étantiin point quelconque de cet arc, 
soit smt la tangente en ce point. Eu égard aux 
conditions qui subsistent sur toute l’étendue 
de l’arc bn , la démonstration du n° 3 inqdi- 
que les conséquences suivantes : 

L'arc bn est tmit entier d’un .seul et 
même côté de la tangente smt, en deçà comme 
au delà du point m. 

2“ De toutes les droites passant par le point m, la tangente smt 
est la sestle qui ne coupe pas l’arc bn en ce point. 

3' Les distances des différents points des arcs mb, mn d la 
tangente smt l’onf en croissaiU à mesure que ces points s’éloignent 
du point m. 

4" Lorsque le point m se déjdace en glissant de b en n sur 
l'arc bn, la tangente smt tourne continûment dans un seul et 
même sens. 

réduire à une simple opération graphique la déteriniiialion de la tangente en 
un point quelconque d’une courbe détinie géométri(piemenl. Pour aller au 
deUi ; pour pénétrer plus avant dans la nature intime de la ligne courlie : pour 
apprécier, définir et mesurer la courbure propienient dite, il laiit d'abord in- 
troduire un principe nouveau; il faut ensuite considérer avec (piehiues détails 
les conditions relatives à la rotation d’une droite dans un plan. Les dévclop- 
IM'inenlsqui suivent fournissent, à cet égard, tous les éclaircissements néces- 
saires. Non moins simples que l’énoncé de Ruberval , ils comportent une 
extension beaucoup plus grande. Cest ainsi, par exemple, (|u’ils i>ermettent 
d'établir, comme nous l'avons fait ailleurs, une théorie purement géomé- 
triipie de la courbure des lignes et des surfaces. 



Fig. S. 
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Concevons une di'oitc D, assujctlie ù s’appuyer en un point de 
l’arc Int et à tourner, sans glisser, autour de ce point, jusqu’à 
cc que venant à s’appuyer sur un autre point du môme are, elle 
prenne eet autre point pour ceiilre de rotation, et ainsi de suite 
indéfiniment. 

Supposons la droite D dirigée suivant la tangente ftiiil et tour- 
nant de gauche à droite. Je dis que le centre de rotation, situé 
d’abord en m, glisse continûment le long de l'arc iiin. 

La rotation commencée autour du point m, à partir de la posi- 
tion smf , ne peut pas continuer autour de ce même point. Cela 
résulte évidemment de ce qu’aucune droite, menée par le point w», 
ne peut rester comprise entre l’arc inn et la tangente mut. D’un 
autre cûlé, on ne saurait admettre que le centre, de rotation se 
transporte hrii.<i<jiiemenl du point ni en un point ni' séparé du 
point m par un intervalle quelconque déterminé. Pour qu'il en fût 
ainsi, il faudrait qu’il n’y eût aucun écart entre le point*»' et la 
tangente suit. Le contraire ayant lieu pour tout point ni' séparé 
du point m , on voit que le déplacement du centre de rotation sur 
l'arc nin et sur la droite D est nécessairement continu. 

Nous venons d'établir qu'au sortir de la position suit , la droite 
mobile ne peut s’appuyer sur aucun point m' séparé du point ni 
par un intervalle quelconque déterminé. Il en résulte que le centre 
de rotation quUsuccèdc au point ni , se rattache continûment à ce 
point, et qu'au delà de ce centre, comme en dcç.à *, l’arc hn reste 
tout entier d'un seul et même côté de la droite D. On voit ainsi 
que la droite D réalise constamment la double condition de passer 
par un point de l'arc hn et de ne point couper cct arc en ce 
point. On déduit de là les conclusions suivantes ; 

1“ I.n droite D ne rc.'ise pan d'être tangente d Vare hn. 

2” l.'are bu peut être eonsidêrê eoinnie lu trace d'un point qui 
i/ll.ssc .tur lu droite D, en iiiêiiie temps fine cette droite tourne tiii- 
tour de ce point. 

ô" La vitesse du point qui dèrrit ainsi l’arc hn s'emprunte 

I 11 est visible qu'en tournant de gauclie ù (irnile aiilonr ilii |>ninl m. la 
ilmile I) laisse entre elle et l'are ml> la lanReiile ,imt. 
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tout vnlièrv , d une jiurl et comme ijrundeur un tjliasemenl de ce 
/foinl nur (u droite D, d'autre part et comme direction à lu punition 
de celle même droite. 

5. Résumons les résullaU obleiius, diiiis les numérus qui pié- 
ecdcnt, ruiiccrnnnt le mouvement d’un point dans un plan. 

Au lieu de procéder comme ei-dessus , on peut donner à priori 
celte définition de In li^nc courbe: 

La courbe eut lu trace d'un point (/ni se meut suivant une di- 
rection incessamment variable. 

On jieut aussi, développant davantage, présenter la même défi- 
nition sous cette autre forme : 

Iai courbe est la trace d'un point (fui se meut sur une droite 
mobile, dite directrice , le point ylissant sur la directrice et la 
directrice tournant autour du point, tous deux simultanément et 
incessamment. 

Partant de là, on voit d'abord que la vitesse du point décrivant 
s'emprunte tout entière au glissement de ce point sur 1a directrice, 
la rotation de celle-ci n'ayant d'autre cITet que de modifier inces- 
samment la direction. 11 est ensuite très-aisé d'établir que, pour 
cliaque position du point décrivant, la directrice est tangente à la 
courbe décrite, c’est-à-dire qu'entre elle et la eoi^be, on ne peut 
mener aucune <lroile. 

Cela posé, ce sont, de part et d'autre, les mêmes résultats, en 
ce qui concerne la courbe, 1a directrice, la vitesse du point dé- 
crivant. 

La définition donnée (n“ 1) pour In vitesse, dans le cas d'un 
point supposé mobile sur une droite, s’étend d’cllc-mèine nu t^ls 
du mouvement d’un j)oint sur une courbe. La seule diirérenee con- 
siste en ce que, au lieu d’être fixe, la droite sur laquelle le point est 
censé se mouvoir tourne incessamment autour de ce même point. 
Voici d'ailleurs les conséquences. 

La vitesse d'un point qui décrit une courbe comporte à chaque 
inslant deux modes distincts de détermination. Un peut se 1a re- 
présenter dircetcnient ou indireclcjnenl. 
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Dans le prciiiier cas, clic est dclcrmiiiéc , en direction, par la 
tangente à la ligne décrite, en grandeur, par le degré de rapidité 
imprimé sur cette ligne au point qui la décrit. 

Dans le second cas, elle est la résultante des vitesses communi- 
quées au point décrivant dans chacun des mouvements partiels et 
siinuIUuiés dont sc compose le mouvement total. A ce point de 
vue, on peut dire aussi qu’elle est la résultante des vitesses qui 
nnimciitlcs projections du point décrivant sur deux droites quel- 
conques situées dans le plan de la eourhe 



CHAPITRE II. 

DE LA llOTATltt.N d’üNE DUOITE 1»A.\S E.\ t'LAX. 



Dvfinilion et iin'sine des vitesses anguluires. 

C. Soit une droite passant par un point fixe et tournant autour 
de ce point dans un seul et même plan. A chaque instant la droite 
jmsse d’un lieu dans un autre, et alTectc par là même un état 
particulier disflnct de l’état de repos. Cet état d’une droite qui 
sort (lu lieu qu’elle occupe en tournant autour d'un de scs points, 
supposé fixe, est dit vitesse de rotation ou bien encore vitesse 
(Wffiilulre. 

On entend ainsi par vitesse angulaire le degré de rapidité qui 
anime une droite dans sa rotation autour d'un point fixe, ]tris 
sur cette meme droite. S'agil-il d’une droite qui sc déplace dans 
un plan d'une nianic’-rc quelconipie et dont la direction change 
incessamment? Elle a de meme et à chaque instant une vitesse 
angulaire complètement détermim;c. Cette vitesse est celle d'une 

' Il est soHs-ciUemlii (|ue , relalivcmciil à eliacunc des deux droites clioisios 
|iour y projeter le [loiul décrivant, les projections se font parallélenicnl à 
l'aulre. 
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droite* quelconque assujettie a passer par un ]Kiint fixe et ii 
tourner autour de ce point en restant parallèle à la droite don- 
née. 

Ainsi que toutes les grandeurs roathematiques, la vitesse angu- 
laire peut être constante ou bien incessaninient variable. Dans 
tous les cas, elle est à chaque instant complètement déterminée. 
Lorsqu’elle varie et qu'on vêtit exprimer ce (in'clle est, pour une 
position donnée de la droite mobile, on considère exclusivement 
la détermination parlieiilière qui correspond a la position donnée. : 
nii suppose rjii'à partir de celle position, la vitesse angulaire 
demeure invariable cl l'on procède comme si elle Vêtait effective- 
ment. Par ce simple artifice, le cas des vitesses angulaires varia- 
bles se ramène au cas des vitesses angulaires constantes et celui-ci 
reste seul à examiner. 

Cela posé, nous pourrions répéter ici pour les vitesses de rota- 
tion, ce que nous avons dit pins haut pour les vitesses linéaires 
et reproduire presque littéralement les mêmes déductions. Hor- 
nons-nous à énoncer les règles suivantes : 

I “ Dans la comparaison de plusieurs vites,ses angulaires, cliai/ue 
vitesse peut être exprimée par un angle. 

2” /^.s vitesses guc Von compare animant certaines droites, les 
angles gui les expriment jespeclivement .'ioni ceux gue ces droites 
décriraient simultanément si clingue vitesse demeurait ronstunte. 

.3“ En général on est libre de fixer comme on veut , l'angle pris 
jtonr mesure de l’une des vitesses gui sont à comparer. Les autres 
s’en déduisent. 



Rapport existant entre la vitesse angulaire d’une droite et les 
vitesses gue la rotation de lu droite communigue à ses diffé- 
rents points. 

7. Soient o,o' deux points suppo.sés fixes, l’un sur la droite D, 
l’autre sur la droite D'. Par hypothèse, ces deux droites tour- 
nent uniformément, l’une autour du point o avec la vitesse angu- 
laire V', raulrc autour du point o' avec la vitesse angulaire*»'. 
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SuieHl III, iu' deux puiiils pris rcspccli\emciit, le poiiil m sui- 
la droite D à la distance r du centre oj le 
point ni' sur la droite D' à la distance r' du 
centre n, s’ étant deux arcs quelconques 
plans décrits simiiltanénicnt, le premier par 
le point m, le second par le point ni', ces 
arcs sont circulaires, et les angles qu'ils 
sous- tendent ont pour mesure les rapports 
^ . On déduit de là, conformément à la règle {'2) du n” (5 ; 




(')• 



•r 

ti;' 



Soient v, v' les vitesses qui animent en même temps les points 
III, m' dans la description des arcs s, s'. 11 est aisé de voir, coiifor- 
inémcnt aux déductions des numéros (4) et (5), que ces vitesses 
sont normales aux rayons vecteurs r, r' et qu'elles satisfont à 
l'équation suivante ' : , 

( 2 ) 



• Les ilédiictiuiis des ii"’ (4) et (3) se vêrilieiU li-és-simpleuieiil, coimiie il 
suit : 

Suit ai une droite muliile , toujours tuDgeiite à la cireonrérencc aiictl , tour- 
nant sans glisser le long de celle circonférence, y a|>- 
|)lii|uant successivement tous ses iioints cl l'enveloi)- 
^ pant ainsi |>ar une sorte d'enroulement continu. Tandis 
que la tangente al tourne uniformément de a vers a', 
concevons i|u'nn |Kiint m, situe d'ahord en a, se dé- 
place le long de cette ilroite, nrec une tilesxe con- 
f’ xlimle en grandeur et de maniéré a oceuper xaiis 
cexxc la poxilion prerixe oii le contact s'étahlit entiv 
la tangente moliile al et la circonférence lise abat. 
Dans ce double mouvement simultané du |M>int m el île la droite al, le point 
ylisxant xiir la droite et la droite lournant autour d>i point, toux deur 
uniformément , il est visible que le (Kiint m décrit à la fois la droite mobile 
al el le conlour lixe du cercle ahed. De là les consr’quences établies plus 
haut , d'une manière geueialc, |Hinr une coui Im' (|uelconque. 
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Lii cuinbiiiuiüou dcü cqualiuiis (1) cl (^), duiuic 

IC c /■' 

w' c' r 

Cliuisissüiis |)(iui- uiiilc des vilcsscs angulaires celle qui eoni- 
niuniquc runitc de vitesse au point qui décrit la cireonrérenee de 
cercle ayant runitc pour rayon. 

Si nous prenons r' = I cl que nous supposions t''= t , il 
viendra te = i , et nous aurons en general 




r 



L équation (4) implique les conséquences suivantes : 

1° Lorsifu’uue droite tourne autour d'un de ses points supposé 
fixe, il y a lieu de considérer pour chaque position de lu droite 
su vitesse angulaire actuelle w, et en même temps les vitesses 
correspondantes de ses différents points. 

2” Soit V lu vitesse qui répond à la vitesse w pour un point 
quelconque pris sur la droite mobile, à la distance rdu centre de 
rotation ; 

La direction de lu vitesse v est perpendiculaire à lu droite 
mobile. 

La vitesse v est égale au produit de la distance r pur lu vi- 
tesse w. 

Lu vitesse w est égale au quotient de la vitesse v pur la dis- 
tance r. 
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CHAPITRE III. 

DU .MOLVEMEM üTxE DROITE D\SS UM PLA.N. 



8. Lorsqu'une droite se meut en conservant toujoui’s une seule 
et même direction, ses différents points ont à cliniiuc instant 
meme vitesse. Cela résulte de ce que les portions de ligne décrites 
.simultanément par deux points quelconques de 1a droite mobile 
sont nécessairement égales et parallèles. Réciproquement si tous 
les points d'une droite ont à chaque instant même vitesse, la 
droite conserve toujours une seule et même direction. 

On désigne sous le nom de truiislation le mouvement d’une 
droite dont la direction demeure invariable ou, ce qui revient au 
même, dont tous les points ont à chaque instant même vitesse. 

Soit D une droite libre dans un plan et s’y déplaçant comme 
on veut. Prenons sur cette droite le point quelconque o cl, pr.r 
une hunslulioii qui rende commune à tous les aulre.t pointfi tu 
vitesse du point o, assujettissons celui-ci à décrire sa propre tra- 
jectoire. L'effet de cette translation, si elle subsistait seule, serait 
de ne rien cbanger au mouvement du point o cl, en même temps, 
de maintenir constante, pour chaque position de lu droite I), sa 
direction première. Il suit de là que pour restituer à la droite 
mobile son mouvement effectif, il sulTil d’une rotation qui se 
compose avec la translation enqu iinléc au point o, et qui s’accom- 
plisse autour de ce point comme s'il était fixe. 

S’agil-il d’abord de la translation empruntée au point o? Les 
vitesses qui en résultent sont partout les mêmes à un même 
instant quclcon(pic. Plies ont donc, en chaque point, mêmes com- 
posantes, l’une normale à la droite mobile. Vautre dirigée sui- 
vant cette meme droite. S’agil-il ensuite de la rotation autour du 
point o, considéré comme fixe? Les vitesses qu’elle imprime sont 
partout normales à la droite. |)arallèles entre elles, et res()eetivc- 
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meut pro|M)rtionnelles aux rayons vecleui's correspoiidanU. De 
là résulte le théorème suivant : 

Lorsqu'une droite se meut dans un plan les vitesses simul- 
tanées de ses différents points étant décomposées suivant lu droite 
et perpendiculairement à su direction, les composantes diriqées 
suivant la droite sont toutes égides et de même sens. 

Dans le mouvement- d'un point iissujelti à rester sur une 
droite, on peut toujours décomposer la vitesse de ce point en 
deux vitesses dirigées, l une suivant la droite et dite vitesse de 
glissement , raulre à angle droit sur la première et dite vitesse de 
circulation. En adoptant ces dénominations, on peut substituer à 
l'énoncé <pii précède cet autre énoncé [)lns simple : 

Théorème I. — Lorsqu'une droite se meut dans un plan , les 
vitesses de glissement de ses différents points sont toutes égales 
et de même .sens. 



Fig. fl. Soit oo’ la vitesse du point n à l’instant con- 

Di IA ,d' sidéré. Par le point o', menons deux droites, 

l'une o'A parallèle à la droite D, l’autre D' fai- 
sanlavee la droite o'A l'angle qui a pour tangente 
I / Il le rapport exprimant la vitesse angulaire de la 

* '( 1/ droite D autour du point o. 11 est visible que 

I ■' tout point m de la droite D est animé de deux 

I / vitesses simuluinécs représentées respcctivc- 

o ment, l'uiic par la droite mn égale et parallèle 

à oo', l’antre par la droite nm’ menée par le point n perpendicu- 
lairement à o'A et limitée à la droite D'. De là, et de ce qui pré- 
cède, résultent les corollaires suivants : 



1“ Les vitesses simultanées des différents points de la droite 1) 
ont pour lieu de leurs extrémités une droite D' oblique sur lu 
première. 



' O Uièoivnic et les siiivuiils sont tout à fait généraux. Ils s'.ipiiliipieiit , 
ainsi qu'on le verra plus loin , au inouvenient (iucleoo<(ue d’une droite dans 
l’espace. 
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i" Etuul dumiéts fe» vitesses si inultanées de deux points quel- 
conques de la droite D, celtes des points o et in, par exempte, 
toutes les autres en résultent. 

5“ Lorsque deux points d’une droite ont, en même temps, 
même vitesse , cette vitesse est commune à tous les autres points. 

4° Lorsque deux points d’une droite n’ont pas en même temps 
même vitesse, tes vitesses diffèrent en chaque point. 

9. Supposons qu’on transporte eu un incinc point a les vitesses 
qui animent les dilTérenls points de la droite I), à un instant 
(lueleonque déterminé. Supposons, en outre, qu’on projette ortlio- 
f{onalenienl toutes ees vitesses sur une même droite menée jiar 
le point a parallèlement à D. Chaque vitesse ainsi projetée n'a 
qu'une seule et meme projeetion, la portion de droite qui repré- 
sente la vitesse de glissement eommiuie à tous les points de 1a 
droite mobile. Ce résultat peut s'énoncer comme il suit : 

Tuéorkhs II. — Si l’on transporte en un même point quel- 
conque les vitesses simultanées des différents points d'une droite, 
ces vitesses ont leurs extrémités sur une seule et même droite per- 
pemliculuirc à la première. 



Du mouvement d'un plan sur lui-même et d une droite 
dans un plan. 

10. TiiÉonÈMS III. — Lorsqu'un plan se déplace sur liii méme, 
les vitesses simultanées de deux points de ce plan étant déter- 
minées, celles de tous les autres points le sont en même temps. 

Soient a et h deux points d'un plan qui se déplace sur lui-mème. 
Par hypothèse, on eonnail les vitesses aetuelles et simultanées des 
deux points a et 6. 

Soit m un troisième point queleom]iie situé dans le plan mo- 
bile, en dehors de la droite ah 

* Si le |N)iiil ni était pris sur la droite aO, un iililiemlrait (tireclemcul sa 
vitessa.', en o|>éraiit euiiime nous l'avons indiipié au ii" K. 
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Transportons rn »i les vitesses respectives des deux points 
a et h. Soit ma’ la preinièrt: , mb' la seconde. 
Par le point a’, abaissons sur am la perpen- 
diculaire u'p. Par le point b' abaissons sur mb 
la perpeiidieulairc b'q. Prolongeons les droites 
tt'p, b'q jusqu’à leur rencontre en n et tirons 
la droite m». 

La droite mn, ainsi déterminée , représente 
en direction, sens et qrandeur, fa vitesse du 
point ra. 

Cette proposition résulte évidemment de ce qu’en vertu du 
tliéorème II (n“ 9), l’extrémité de la vitesse du point m se trouve 
à la fois sur chacune des deux perpendiculaires a’p et b'q. Elle 
implique d’ailleurs, comme corollaires, les déductions suivantes : 

\° Tout mode, de déplacenunl qui communique à deux points 
d’un plan mobile sur lui-méme leurs vitesses actuelles et simul- 
tanées, remplit en même temps cette même condition par rapport 
à tous les autres points. 

2° Si deux points d'un plan qui se meut sur lui-même ont en 
même temps même vitesse, cette vitesse est commune à tous les 
autres jioints. Les vitesses simultanées des différents points sont 
donc toutes les mêmes ou tontes différentes. 



Fig. 9. 




11. Théobème IV. — Lorsqu'un plan se meut sur lui-même et 

que tous ses points n’ont pas en même temps même vitesse , il est 

„ un iMiint du plan dont la vitesse est nulle. On dè- 

Fig. la. , . , , . 

Signe ce point sous le nom de centbe i.nsta!«ta*é de 

BOTATio.M. Les vitesses siiiiiiltanées des autres fwints 

sont les mêmes que si le plan tournait autour de 

ec centre considéré comme fixe. 

, Soit un plan qui se meut sur lui-môme, et dont 
tous les points n’ont pas même vitesse à l’instant 
que l’on considère; m et m' étant deux points de ce 
plan, soient mn, et niV les portions de droite qui 
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repn?sontrnl en direction, sens et gmndeur, les vitesses respec- 
tives des points w et ni'. Par hypothèse, res deux vitesses diffè- 
rent en quelque chose. 

Supposons d’abord que les vitesses mn, in'n' soient parallèles. 
Il faut alors qu’elles soient toutes deux perpendiculaires à la 
droite mm'. Autrement, et puisqu’elles diffèrent, leurs compo- 
santes, suivant cette droite, ne pourraient être égales et de même 
sens. (Théorème 1 , n" 8.) Tirons la droite nn', et déterminons le 
point 0 où elle vient couper la droite mm'. Il est visible qu’une 
rotation, commençant autour du point o peut communiquer aux 
deux points m et m' leurs vitesses aetuelles et simultanées. Con- 
cluons que cette même rotation communique en même temps à 
tous les autres points du plan mobile leurs vitesses respectives. 
(N* 10, théorème 111, corollaire 1.) On voit d’ailleurs qu’en dési- 
gnant par w la vitesse angulaire qui correspond à la rotation du 
plan mobile autour du point o, et par p l’extrémité de la vitesse 
m'n' transportée au point m , on a très-simplement. 

mn m'n' m'n' — mn np 
mn m'n mm' mm' 



/- 



J)y. II. 

- 7 « 



Supposons maintenant les vitesses mn, m'n' non parallèles , et 
considérons le point o situé à la rencontre des per- 
pendiculaires élevées, l une en m surtuw, l'autre 
en m' sur m'n. Si l'on détermine la vitesse du 
point o d’après le procédé du n° 10, on reeonnait 
immédiatement que cette vitesse est nulle. D'un 
autre côté, si l'on transporte en m, sur mp, la 
vitesse m'n', cl qu'on tire la droite np, on voit que 
eelte droite est perpendiculaire à la droite mm'. 
(Théorème II, u" !)). Les triangles nipn , m'om .sont donc sem- 
blables, et l’on a 









mn mp np 

mn m'n mm' ’ 



la longueur mp pouvant être remplacée parla longueur égale m'n'. 
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Il suit lie iù qu’une rotation romnienrant autour du point n, 
avec la vitesse angulaire 

mn m'n np 

mo m'o mm' ’ 

communique aux deux points m et m' leurs vitesses actuelles et 
simultanées. Concluons que cette même rotation communique en 
même tempu à tous les points du plan leurs vitesses respectives 
(N° 10. Théorème III, corollaire I.) 

Le point o déterminé , comme on vient de le voir, est désigné 
sous le nom de rentre instantané de rotation. 

A chaque position du plan mobile répond une position du cen- 
tre instantané de rotation , et le point du plan qui coïncide avec 
ce centre a une vitesse nulle. Si le eeptre instantané de rotation 
était fixe sur le plan mobile, c'e.st-à-dirc s’il coïncidait toujours 
avec un seul et même point de ee plan, il serait absolument fixe, 
puisqu'il resterait en un même point constamment dénué de vi- 
tesse. Le mouvement du plan se réduirait donc à une rotation 
simple autour d’un centre fixe. Mais, en général, il en est autre- 
ment. Il faut donc que le centre dont il s'agit change incessam- 
ment de position dans le jdan mobile. Concluons <iu’e// général 
tout déplacement d'un plan sur lui-mémc résulte du double mou- 
vement d'un point et du plan, le point glissant dans ce plan en 
même temps que le plan tourne autour de ce point. 

Soit fi un point assujetti à se mouvoir de manière à coïncider 
constamment avec le centre instantané de rotation. Ainsi qu'on 
vient de le voir, le point ^ glisse dans le plan mobile. Il a donc 
dans cc plan, et pour chaque position du plan, une vitesse actuelle 
déterminée. La rotalinn ({ui s'accomplit autour du point /u ne 

* On parvient plu.s vile à celte conclusion en observant qu'une rotation 
commençant autour du point o, avec la vile.sse angulaire 

mn 
mo ’ 

communique aux deux points m et o lettrs vitesses actuelles et simultanées. 
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peut allciTf «‘Il rien peüo vilpssc : elle esl donc niifwi In vilpssc du 
|)oint /X dans rcspocc 

12. Considérons le plan mobile à un instant quelconque. Soit 
P ce plan; o le centre instantané de rotation; ic la vitesse angu- 
laire du plan P autour du rentre n; m un point queironque du 
plan P; V la vitesse du point tu. 

On soit, d'après ce qui précède, que la vitesse r est perpendi- 
culaire au rayon vecteur oni et représentée en grandeur par le 
produit OUI .te. 

Imaginons qu'on transporte de o en tu la rotation te, et qu'en 
même temps • l’on imprime au plan P une translation représentée 
en direction , sens et grandeur par la vitesse r. 

La rotation te transporU'c en tu se compose avec In translation 
r, de manière à communiquer aux deux |M>ints tu et o leurs vi- 
tesses actuelles et simultanées. Il s’ensuit que cette rotation et cette 
translation communiquent en même temps à tous les points du 
plan P leurs vitesses respectives. 

De là résulte la déduction suivante : 

L’êlat de moufemeiit d'tni plan qui se meul sur lui-tnéme et 
dont tous les points n’ont pas en même temps même vitesse, peut 
être considéré soit comme se réduisant à une rotation simple au- 
tour du centre instantané, soit comme résultant de celte même 
rotation transportée autour d’un point quelconque du plan mo- 
bile et composée avec une translation éqale à la vitesse de ce point. 

15. Lorsqu’une droite se déplace dans un plan , on peut conce- 
voir qu'elle entraîne ce plan avec elle. Tout se passe donc comme 
nous l’avons vu pour le cas général d'un plan qui se meut sur 
lui-mème. A chaque position de la droite mobile répond, en gé- 
néral, un centre instantané de rotation, et, pour chaque point, 

< Cx>iisi(IéroD.s les traces du point /x sur le plan mobile et dans l'espace ; 
soit s la première et s ' la seconde. Il est visible que la ligne s' est l'envelop|>e 
des [tosilions successives de la ligne On voit aussi (|ue le mouvement du 
plan mobile est le même que si la ligne s roulait, sans glisser, sur la ligne s’. 

* Il suffit |)our cela d'imprimer relie vilesse à deux |>oints du plan P, soit, 
par exemple, aux deux points m et o. (Voir n" 10, théorème lit, corollaire S".) 
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mônir viuss43 qno s’il y avait rotation simple autour de ce rentre 
supposé fixe. 

Considérons la droite dont il s'agit dans une position quelcon* 
h'ig. ii. déterminée. Soit ab cette position, o la 

, position correspondante du eentre instantané 

de rotation, o' le pied de la perpendieulaire 
n abaissée du point o sur ab, m un point quel- 

conque de la droite oo', u’ la vitesse angulaire 

" ^ actuelle de la droite mobile. Nous savons déj.’t 

° que les vitesses actuelles des dilTércnts points 

de la droite ab sont les mêmes que si cette droite tournait autour 
du rentre o avec la vitesse angulaire »r. Nous ajoutons, eonformé- 
ment i\ la déduction du n" 12, qu'on peut considérer res mêmes 
vites.ses romme résultant d’un glissement et d'une' rotation simul- 
tanés, la droite ai» tournant autour du point ni avec la vitesse ir 
et glissant en même temps sur elle-même avec la vitesse 

r = nm. n\ 

Étant données les vitesses simultanées des différents points de 
la droite ab, on peut considérer exclusivement ou isolément leurs 
composantes normales h cette droite. Ces composantes sont celles 
que nous avons déjà désignées sons le nom de vilemies de cirnila- 
lion. Pour les obtenir toutes à la fois, et rien qu’elles, il siiflil de 
transporter en o' la rotation tr. Le point o', déterminé par la pro- 
jection du point 0 sur la droite ab, est dit centre instantané de 
circulation. Il se distingue des autres points de la droite en ec 
qu'il n’a pas de vitesse de rireulation, ou, ce qui revient au même, 
en ce que sa vitesse actuelle est une vitesse de glissement dirigée 
tout entière suivant la droite mobile. 

Les déductions qui précèdent ne s’appliquent pas seulement à 
une droite qui se meut dans un plan supposé fixe : elles s’appli- 
quent également à toute droite située dans un plan qui se meut 
sur lui-même. Elles peuvent se résumer dans les termes suivants : 

Lorsqu'une droite se meut dans un plan, son mouvetnent se 
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coiHfMMi) d'nn glianemmt mr elle-même el d’utie rotation autour 
d'un point choisi, comme on veut, sur la perpendiculaire abaissée 
du centre instantané de rotation. Quel que soit ce point, la vitesse 
angulaire reste toujours la même, La vitesse de glissement est la 
vitesse effective du point choisi pour centreK 

Observons que si l'on considère un point assujetti à coïncider 
toujours avec le centre instantané de circulation, ce. point a pour 
vitesse non-seulement la vitesse de glissement, commune à tous 
les points de la droite mobile, mais en outre celle qui anime, |>a- 
rallèlemcnt à cette droite, le centre instantané de rotation, consi- 
déré dans ses positions successives. 



Règle générale du quadrilatère des vitesses. 

H. On sait que la vitesse d’un point admet comme modes 
équivalents de représentation une infinité de systèmes tous diffé- 
rents les uns des autres et comprenant chacun deux compo- 
santes. 

Lorsqu’on considère en même temps deux de ces systèmes, si 
l’on connaît pour chacun l’une des composantes qui en fait partie 
et la direction de l’autre composante, la vitesse du point est dé- 
terminée. 

.Soit ma la composante donnée dans l’un des 
deux systèmes que l'on considère , et an une 
droite menée par le point a suivant la direction 
connue de l'autre composante. Soit en même 
^ temps, cl de la même manière, mb la eompo 
sanie donnée dans le second système et bn une 
droite parallèle à l'autre composante. La vitesse 
cherchée est représentée en direction, sens et 
grandeur |)ar la diagonale.^oin du quadrilatère' niaiih, 

La règle que nous venons de formuler dérive immédiatement 

< On ne perdra pas de vue «tue la déduction du n" 13 s'appli<iue plus pént^- 
râlement encore au nmuveineni d'une droite dans un plan. 
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de ia règle 3 du n” 2. Nous la désignerons sous le nom de règh 
(lu quadrilatère. On observera qu’elle est générale et s’applique 
à tous les CBS possibles, le quadrilatère nia/ib pouvant être plan 
ou gauche, suivant les circonstances. 



CHAPITRE IV. 

DI MOI VEMKNT DANS l’eSPACE. 



Extension des principes applicables au mouvenient d'une 
droite et d'un point dans un plan. 

15. Reportons-nous aux n"‘ 6 et 7. Les principes établis pour 
la rotation d’une droite dans un plan permettent d’écrire immé- 
diatement les deux propositions suivantes : 

1° Lorsqu'une droite ayant un point fixe tourne autour de 
ce point, dans un seul et même plan, les vitesses des autres 
points sont normales à la droite et respectirement proportion- 
nelles aux rayons recteurs correspondants. 

'2® Lorsqu’un plan a deux points fixes et qu'il tourne autour 
de la droite menée par ces points, tes vitesses des autres points 
sont normales au plan et respectivement proportionnelles aux 
perpendiculaires abaissées de ces points sur l'axe de rotation. 

Cela |)osé, voici les conséquences : 

THÉonÉnE V. — Lorsqu'une droite ayant un point fixe tourne 
autour de ce point, les vitesses des autres points sont normales l'i 
la droite, parallèles entre elles et respectivement proportionnelles 
aux rayons vecteurs correspondants. 

Soit OL une droite ayant un point fixe O et tournant autour 
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dp PC point. Pppnons pii dehors dp la droite OL iin sppond point 
fixe 0'. 

Soit P lin plan assujetti à passer constamiiieni par 
la droite OL et par les deux poiiiLs 0, 0', supposés 
fixes dans ce plan. 

On voit aisément (|iic la rotation de la droite OL, 
autour du point 0, se compose, en général, de deux 
rotations simultunéen , la droite OL tournant dans 
le plan P en même tempu que ce plan tourne autour 
de la droite 00'. 

Soient iii, ni' deux points quelconques de la 
droite OL, et nip, m’p' les perpendiculaires abais- 
sées de ces points sur la droite 00'. 

Les vitesses cominuuiqiiées aux points ni, m', 
par la rotation de la droite OL dans le plan P, sont 
normales à cette droite et respectivement proportionnelles aux 
rayons vecteurs Oui, Ont’. ( Proposition I.) 

Les vitesses communiquées à ces mêmes points, par la rotation 
du plan P autour de la droite 00“, sont normales & ce plan et 
respectivement proportionnelles, d'une part, aux |>crpcndiculaires 
inp, ni'p' (proposition 2), d'autre part et eonséqueinment, aux 
rayons vecteurs Oin , Oni'. 

Il suit de la que les vite.sseH totales imprimées simultanément 
aux points m, m' sont, comme leurs composantes, parallèles 
entre elles, perpendiculaires à la droite OL et respectivement pro- 
portionnelles aux rayons vecteurs 0«i , Oiw'. 

Corollaire. — L'état de mouvement qui anime la droite OL 
à un instant quelconque déterminé est le même que si celle droite 
tournait autour du jioint 0, dans le plan ' où sont dirigées les 
vitesses totales de ses différents points. 

■16. Théorème VI. — Les vitesses simultanées des différents 
jtoints d’une droite étant décomposées suivant la droite et norma- 



I Pour délerniiner ce plan, il sufHt de connaître la |>osiliun de la droiie OL 
el la direction de la vitesse qui anime un point quelconque de celle droite. 
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UmeHl à m diret-duii, (en componuHle» dirigées suivant lu droite 
sont toutes égales et de même sens. 

Pour démontrer ce théorème, il sullil de repi-oduirc lillérale- 
meiit les déduetions du n‘ 8. De I» résultent les eorollnires sui- 
vants : 

1“ Lorsqu’un jHiint d'une droite est animé d'une vitesse per- 
pendiculaire à cette droite, la même condition subsiste en même 
temps pour tous les autres points. 

2* Les vitesses simultanées des différents points d'une droite 
sont toutes parallèles à un même plan; le lieu de leurs extré- 
mités est une droite oblique sur la première. 

3* Etant données les vitesses simultanées de deux points d'une 
droite, toutes les autres em résultent. Elles sont jutrallèles ü un 
même plan et aboutissent à une même droite, tous deux déter- 
minés, le plan par les directions des vitesses données, la droite 
pur les extrémités de ces mêmes vitesses 

4" Lorsque les vitesses simultanées de deux points d'une droite 
sont dirigées dans un seul et même plan , ce plan contient à lu 
fois la droite et les vitesses simultanées de tous ses points: 

5° Ltirsque deux points d'une droite ont en même temps même 
vitesse, cette vitesse est commune à tous les autres points; 

6“ Lorsque deux /mints d'une droite n'ont pus en même temps 
même vitesse, les vitesses diffèrent en chat/ue point. 

17. On voit par ce qui précède coinmeiil les propositions du 
11 ° 8 SC généralisent cl s'appliquent au mouvement quelconque ' 
d'une droite dans l'espace. L'énoncé du n° !) comporte la incmc 
extension. De là ré*$ulle, en général, le théorème suivant: 

Théorème VII. — Si l'on transporte en un même point quel- 
conque les vitesses simultanées des différents points d'une droite, 
ces vitesses ont leurs extrémités sur une seule et même droite 

' l'n seul cas ccliap|>e à celle règle, celui uii les vilesses des (liflercnts 
|iuinU de la droiu* suai luules siluèes dans un seul et iiiènie plan. <'.e cas se 
rcsuul |Ktr lu coiisiructiuu du a" 8, ipii, d'ailleurs, est loul à fait générale. 
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l»crpcndiculairc à la première. A chaque point de celle-ci corres- 
pond un point de l’autre et réciproquement. 

Pour dcinonlrcr cc théorème, il suffit de faire observer qii'après 
leur transport en un même point, les vitess(;$ des différents points 
de la droite mobile onl leurs extrémités situées toutes à la fois dans 
trois plans déterminés. Le premier de ees plans est perpendicu- 
laire à la droite mobile (n" 16, ibéorènie Vlj: le second et le 
troisième sont respectivement parallèles, l'iin aux vitesses consi- 
dérées (n° 16, corollaire 2), l'autre aux deux droites qui limitent 
ees mêmes vitesses prises dans leur vraie position (n“ 16, corol- 
laire 2). 

18. Reprenons la définition déjà donnée pour la ligne courbe 
au n” ü. 

Lu courbe est la trace d'un point qui se meut sur une droite 
mobile ', le point glissant sur la droite et la droite tournant 
autour du point, tous deux siniultanétnent. 

(iette définition est tout à fait générale. 

De cc que la directrice tourne à chaque instant autour du point 
décrivant, il s'ensuit que les vitesses simultanées de scs diffé- 
rents points sont dirigées toutes à la fuis dans un seul cl même 
plan. (N° 13, théorème corollaire.) Ce plan peut être fixe; il 
peut aussi tourner incessamment autour de la directrice. Dans le 
premier cas, la courbe engendrée est plane; dans le second, elle 
est à double courbure ; on désigne alors sous le nom de plan 
osculateur le plan mobile déterminé, pour chaque position de la 
directrice, par les vitesses simtdlanées de ses différents points. 

Considérons en particulier le point décrivant. Il a même état 
de mouvement que si la directrice et le plan osculateur s'arrêtaient 
tous deux dans les positions qu'ils affectent à l'instant considéré. 
On voit d'ailleurs aisément que les vitesses de ses projections sur 
IcîS axes coordonnés sont les projections, ou, cc qui revient au 

' CuiisûlérÛ! par rapport au laiiiit (lécrivaiil , celle droile i^t désignée sous 
le iiuili de direclrirc. 
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meme, les composantes respectives de sa vitesse suivant ces mêmes 
axes. De là résultent plusieurs règles faciles à établir et dont il 
suffit que nous donnions les énoncés : 

!'■' RÈGLE. — Le /loinl ni êlunt animé de trois vitesses actuelles 
et simultanées , représentées en direction, sens et (fraudeur pur 
les portions de droite ma, mb, me, la vitesse résultante est repré- 
sentée, en directum, sens et (jrandeur, par la diagonale inn du 
parallélépipède maben construit sur les trois côtés ma, mb, me. 

S"* RÈGLE. — Ktanl donnée lu droite nin, gui représente en 
direction, sens et grandeur la vitesse ac- 
tuelle du point m, si, sur cette droite 
prise pour diagonale , on construit un 
parallélépipède guelcongue iiiahen , lu 
vitesse du point m peut être considérée 
comme résultant de trois vitesses simul- 
tanées, représentées en direction, sens et 
grandeur par les côtés ma, mb, me. 
ô""' RÈGLE. — Le point m étant animé 
de II vitesses actuelles et simultunées , représentées en direction, 

sens et grandeur par les portions de droite ma, ab, bc pq, 

placées bout d bout les unes après les autres, la vitesse résultante 
est représentée en direction, sens et grandeur par la droite mq, 
gui joint l'origine de la première droite à l'extrémité de lu der- 
nière '. 

i™' RÈGLE. — Étant donnée la droite mq, gui représente en di- 
rection, sens et (jrandeur la vitesse actuelle du point ni, si, sur 
cette droite prise pour côté , on construit un polygone (fuelcongue 

mabc pq, la vitesse du point m peut être considérée comme 

résultant des vitesses simultanées représentées en direction, sens 
et grandeur par les côtés successifs ma , ab, bc pq 

' Le lecteur est prié de fairo la figure qui s'applique en même temps au cas 
de la 5“' règle et à celui de la 4"". 



Fiy. 13. 



■M 
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CHAPITUE V. 

DC MOUVEMENT DANS l’eSPACE ü’lNE DROITE, u'uN PLAN, 

d’un solide. 



Ksfi(m‘ (le:* ihéoi èiiie-s fdiitlaiiiciilads. 

11). Tiiâohèhe VIII. — Lorsriii'iui solide se meut, si les vitesses 
de trois points non situés en liyne droite sont déterntinées, celles 
de tous les autres points le sont en même temps. 

Soient U , b, c trois points non situés en ligne droite et appar- 
tenant à un solide qui se meut. Par hypothèse, on connaît les 
vitesses actuelles et simulDinces des trois points a, b, c. 

Soit ni un point quelconque du solide pris en dehors du plan 
abc '. Transportons en m la vitesse du point a et , par son 
extrémité , menons un plan perpendiculaire à la droite ma. Eu 
répétant cette opération d’abord pour la vitesse du point b et la 
droite mb, ensuite pour la vitesse du point c et la droite me, nous 
avons deux nouveaux plans respectivement iierpendiculaires, l'un 
à la droite mb, l'autre à la droite me. 

Soit n le point unique ^ commun aux trois plans que nous 



' Si le |M>iiu m élail pris dans le [ilaii aie, un olaiendr.iil direclemeot si 
vitesse en u|iéranl comme dans le cas général el nliservanl ((ne [ejctrcinile île 
cette vitesse aboutit au plan déterminé par les e.etrcmités des trois autres 
prises d(ms leur craie }H>sition. Cela résulte évidemment du coi-ollairc i du 
tliéoivme VI. 

* Les intersectiuns du premier plan avec cliacnn des deux autres sont res- 
IH'ctivement |ier|>endiculaires, l'une au plan amb, l'autie au plan ame. Elles 
ne [icuvent être parallèles, puisque, |iar cunstrnctiun , les deux plans amb, 
ame dilTérent. Il s'ensuit qu'étant situées dans un même plan, elles se cou- 
|ieut nécessairement en un |iuint unique. 
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vciiuiis de dclcrmiiifi’ ; lu (Imite nui irjirèsenle, en direct iuii , 
«eus et (jrundetn', la ritenee du point ni. 

II sullit de se eepoeler un tliêorèiiie VII, n“ 17, pour voir emn- 
inenl s'expliquent el se justifient la construetion et lu proposition 
qui précèdent. 

Corollaires. — i. Tout mode de déplueement 7/11 communniue 
à trois points d'un solide, non situés en liyne droite, leurs vi- 
tesses actuelles et simultanées , remplit en même temps lu même 
condition pour tous les autres jjoints. 

2. Si trois points d'un solide, non situés en liyne droite, ont 
en même temps même vitesse, cette vitesse est commune à tous les 
autres points. 

20. TiièoRÈNE IX, — Lorsepi'un solide se meut cl (pie tous ses 
points n'ont pus en même temps même vitesse, parmi les droites 
epi'on peut considérer comme faisant partie du solide , il en est 
une dont l'état actuel de mouvement se réduit à un simple, ijlisse- 
ment sur elle-même, dette droite est désicjnée sous le nom d'sw 
i.NSTA.XTASÉ CLissA.NT. Lcs vitesscs simullunécs des différents points 
du solide sont les mêmes ipte si, (jlissunt avec cet axe, il tournait 
en même temps autour de ce même axe. 

Suit un solide qui se ment et dont tous les points n'ont |ias 
iiiènie vitesse à l'insliint que l’on considère. 

Soient m, m', m” trois points de ce solide, non situés en ligne 
droite; r, v', v" leurs vitesses respectives, actuelles et simul- 
tanées. 

Transportons en m les trois vitesses v, 0 ', v" et supposons 
(|u'ellcs } soient représentées, la vitesse r par mn, la vitesse r' 
par mn. In viie-sc v" par mn”. Sur le plan déterminé par les 
extrémités n, n, n", projetons orlliogunalcincnl le triangle 
mm'm", et désignons par p la projection du point m, par // celle 
du point m’, par /<" celle du point m”. Si nous tirons les droites 
pu, pu', lin”, il est visilile que cliaeune des trois vitesses mn, 
mn', mn” peut être considérée eomme ayant jiour coiniiosanlc 
commune la \itesse mp, la seconde composante étant située dans 
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le pluii Hii'ii" et re|iréseii- 
téc par pn pour la vitcssi^ 
V, par pn pour la vitesse 
»/, piiryot" pour la vitesse 
e". Ou sait, d'ailleurs, rpie 
les droites «n', «' n"n, 
sont respeeti veillent per- 
pendiculaires un’ à nitn, 
n’n" à m’m", n"n à ni" ni. 
(Théorème VII.) 

Cela posé, la droite nn' 
est en iiicine temps per- 
pendiculaire au\ droites 
inp, inp’, mm'; elle est 
donc perpciidieulaire au 
plan nipp'in' et, par consé- 
quent, à la droite pp'. On 
démontrerait de même ipic 
n n" est perpendiculaire à 
/»'/»" et n"n a p"p. Il suit de là que les perpendiculaires menées 
dans le plan pp'p”, en /» sur /m, en p' sur pn', en sur pu", 
se coupent toutes trois en un meme point ii et satisl'ont aux con- 
ditions suivantes ' : 

pn pn' pn" nn' n'n' n" n 

np ~~ op op" PP pp" p'p 

Considérons la normale élevée en o sur le plan nn'n", et inia- 

' Otte tlciluctkm résulte ininiédiatniienl ilc l’uae ou l'aulrc des considé- 
rations siiivanles : 

I» Pris deux à deux et Ri'oupés comme il suit, les lrian(,des opp et pan' , 
opp" et pnu", op'p" et pn'u" ont leui-s lixiis côtés ivspcclivemeiU (leriieudi- 
cuiaires et son) , par ruicséqueiil , semblables; 

2" Prises deux à deux , les coui|)Osaiiles pu , pu', pn" oui mêmes luxyec- 
lions orthogonales , pn et pn' sur pji', pn' et pn" sur p'p", pn" et pn sur p"p. 
On iM'ul donc appli(|iier ici les résultats établis u" II. 
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giiiüits tjiic lu üulide luume un ^lissiiiil lu long du uullu iiummlu. 
Si la vitesse de rotation est égale au rapport , ut celle de 
glissement h la composante mp, il est évident que ce double mou- 
vement, pris à son origine, communique aux trois points in, m', 
in" leurs vitesses actuelles et simultanées Concluons que ce 
même double mouvement communiipie en même temps à tous les 
points du solide leurs vitesses respectives. (Théon'mie VllI, eorol- 
lairtî I.) 

On donne à la droite déterminée, comme on vient de le voir 
par lu condition de contenir le point o el.d’étre normale au plan 
iin’n'', le nom d'«xc tmtantnnr glissant. A chaque position du 
.solide qui se meut correspond une position particulière de Taxe 
instantané. En général, runc et l'antre ebangent incessammenl. 
Dans tous les cas, les vitesses des différents points du solide sont 
à chaque instant les mêmes que si, glissant avec cet axe, il tour- 
nait en meme temps autour du meme axe 



' Les p<jiats m ut p , m' et //, m" et ;/' sont situés deux ü deux suc di‘s 
droites parallèles 1 la m)rniale. Dans la rotation aves' Klisseniunt le lun$; de la 
uorniale, tous les points situés sur une même parallèle à lu normale ont évi> 
déminent même vitesse. 

De là résultent les déductions suivantes : 

Considérons une droite assujettie a coïncider toujours avec Taxe instantané 
glissant. Considénais eu nièine leiniis les traces de cette droite dans le solide 
en mouvement et dans l’espace. Ces traces sont des surraces réglées, .'soit .v la 
première et s" la seconde. Il est visible «pic la surface *' est l'envelopiie des 
positions successives de la surface s. Ou voit aussi que le mouvement du solide 
est le même que si la surface « roulait sur la surface s' en glissant le long de 
l’aréte de contact. 

Lorsque le solide renferme un point tixe , l’axe instantané passant par ce 
point, les surfaces s, s' sont des cônes avant le point fixe (lour sommet com- 
mun et nmiant l’une sur l’autre sans glisser. 

Kn général, tout mouvement d’un solide se compose d’une translation em- 
pruntée à l'un de ses |K)ints et d’une rotation simultanée autour de ce même 
point. Si la rotation sultsistait seule, le mouvement se réduirait au roulement 
du cône $ sur le cône a'. Pour tenir compte de la translation , il suffit de la 
communi(|uer à ces deux cônes, sans rien changer d’ailleurs à leur mouve- 
ment relatif. 

Tel est, dirons-nous avec M. Poinsot, et en généralisant l’énoncé (|uc nous 
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Pour iivuir lii dirvcliuii de r«xc iiialuiiUiié, il sullil, en générul, 
de liiiiisporter en un même point qucleonquc a les vitesses iie- 
tiielles et sinuiltnnêes de trois points tu, m', m" non situes en 
ligne droite. Soient n, u" les extrémités respectives des li’ois 
\itesses Irnnspoi’técs nu point « et P le pliin qu’elles déterminent. 
Ln |ierpendieiiluire abaissée du point a sur le plan P fixe la direc- 
tion de l’axe instantané et représente la vitesse de glissement le 
long de eet axe. Lji vitesse de rotation autour de ee même axe a 
pour mesure le rapport de la droite un’ à la projection sur le 
plan P de la droite eorrespondaiitc mm’. 

21. Lfi solution précédente est en défaut lorMjue deux des trois 
points II u'n" se eonfoudent ' ou qu'ils tombent tous les trois sur 
une seule et même droite. 

Observons qu’en ee cas, la droite w«'«''esi nécessairement per- 
|>endieulaire nu plan unn’in". Cela résulte évidemment du théo- 
rème VIII. Voiei d’ailleurs les eonséquenccs : 

Prenons un quatricnie point /i situe en dehors du plan des trois 
premiers. Parmi les quatre points ut, m', m”, /i, il en est trois au 
moins dont les vitesses transportées en a n'ont pas leurs extré- 
mités situées sur une seule et même droite Cela suffit ]>our (|ue. 
la solution précédente de\ iennc applicable. 

Poursui>uns. Puiscpie l'axe instantané glissant et le plan luiii'ui " 
sont tous deux perpendiculaires à l.i dn)ile un h", il s'ensuit qu’ils 
sont parallèles entre eux. Considérons la projcelion de l’axe instan- 
tané sur le plan mm' ni" ; elle est lairollèle à eet axe, et clic a, 

lui cui|inuituu.'., lel eut le pim haut point de darle wi [on puin.se iwrler [idee 
ni ob.snirc et ni comjile.re du mouremcnl if un rorpn dans l'espau»*. .S’il s'agit 
de rélal actuel du muuveuient de ce coeps à un iiislant ipielcuuc|iic dctcrniiiic , 
il est plus sini[ilc de cunsidéivi' le corps cuiiiine une vis tonniaal dans son 
écrou. 

' il n'y a pas lien de considérer le cas on les trois |Kiints n, n'. n" se con- 
fondraient, c’est-à-dire on trois |ioints du solide, non .situés en ligne droite, 
auraient niênie vitesse. On sait (pi '«ni ce cas , cette même vites.se est commune 
a tous les antres point.s. 

^ ü'il en était autrement, il faudi'ait i|u'une seule et iiH’iiie diviite fût en 
inéine temps iH'r|iendicnlaire à deux plans non parallèles , ce ipii est inqios- 
sible. 
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pour chnciin de ses points, une seule et même vitesse dirigt’e tout 
entière tinns le plan mm'in". Il suit de là que si l'on prend les 
vitesses de tous eesr points dans leurs vraies positions, le lieu de 
leurs extrcniilés est une parallèle à Taxe instantané ; or, ec lieu 
est l'intersection du plan mm'ni" a\cc le plan mené par les extré- 
mités des vitesses v, v', v" prises dans leur position véritable. 
Il suflit donc de construire cette intersection pour avoir une paral- 
lèle à l’axe instantané. Le reste s’achève comme précédemment. 

22. Tukohkmk X. — SU l’oit Iransporle en un même point (fiicl- 
roiKjuelex vilessen simultanées des différents points d’un solide , 
les extrémités de ces vitesses aboutissent toutes à un seul et même 
plan perpendiculaire à l’axe instantané ylissant. 

Ce théorème est une conséquence immédiate du théorème IX. 
On peut d’ailleurs l’établir directement et en déduire le théo- 
rème IX en se fondant sur le théorème VII et procédant comme 
nous l’avons fait ailleurs. (Voir notre Théorie (féométrique des cen- 
tres et axes instantanés de rotation.) 



■ Composition et décomposition des rotations. 

25. Lorsqu'un solide tourne autour d’un axe, on représente sa 
vitesse de rotation par une portion de l’axe égale en longueur à 
la grandeur de celte même vitesse. On tient compte du sens en 
fixant sur un point quelconque de l’axe l'origine de la longueur 
prise pour mesure de la vitesse, et portant cette longueur du côté 
où la rotation s’effectue de gauche h droite, pour un observateur 
placé le long de l'axe, les pieds à l’origine. 

Ces conventions admises, il est aisé de voir que deux rotations 
simultanées , autour de deux axes qui concourent , se composent 
en une rotutûm unique, de la même manière que si les portions 
de droites qui représentent ces rotations exprimaient des vitesses 
linéaires animant en même temps un seul et même point, le fioint 
on les axes concourent. 

Il suflit pour cela de considérer, «lans le plan des deux axes 
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«Innnés , trais points non siliiôs en ligne droite et do constater qu'ils 
ncquièrent iiiéino vitesse , soit par l’effet combiné des deux rota- 
tions composantes, soit par l'effet simple de la rotation résultante. 
On peut d'ailleurs choisir ces trois points, comme on veut, et, |>ar 
exemple, en prendre un sur chaque axe. 

La proposition , ciahlie pour deux rotations dont les axes con- 
courent, s’étend d'ellc-mème à un nombre quelconque de rotations 
ii axes concourants. Il est clair, d'ailleurs, que, si plusieurs rota- 
tions simultanées se composent en une rotation unique, la réci- 
proque subsiste nécessairement eoinmc s’il s’agissait d’un point et 
de la vitesse qui l’anime. 

Concluons que, dans le mouretnetti d'un solide, les rotations 
à axes concourants se composent et se décomposent d’après les 
mêmes règles que les vitesses dans le mouvement d’un point. 

24. Deux rotations égales et de sens contraire, autour d’axes 
parallèles, forment ensemble un système désigné par M. Poinsot 
sous le nom de couple de rotation. L’effet qu'elles produisent est 
celui d'une simple translation perpendiculaire au plan des deux 
axes ou du couple. En nommant u la vitesse angulaire, p la dis- 
tance des axes, el v la vitesse de translation résultante, on a 

V — p.u. 

Un voit aisément qu'une même vitesse, pu, est communiquée 
en même temps aux différents point de chacun des deux axes. 
Il s’ensuit que cette même vitesse est commune à tous les points 
du solide. (Théorème VIII , corollaire 2.) 

L’identité , qui subsiste entre les couples de rotation et les xi- 
icsscs de’ translation résultantes, permet de les .substituer les uns 
aux autres et d'appliquer aux couples ce qu’on a démontre pour les 
vitesses, ou réciproquement. 

De là résultent immédiatement les conséquences suivantes : 

d" r« couple de rotation peut être transporté et tourné comme 
on veut, soit dans son plan , soit dans un plan parallèle. On peut 
aussi changer en meme temps la distance des ares et la x'itesse 
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angulaire. Si le moment * du couple, m direction et sou sein 
restent les mêmes, rien ne rliange dans l'effet produit. 

2" Les couples de rotation se composent entre eux comme sc 
composent entre elles les vitesses résultantes transportées en un 
seul et même point. 

5° Étant donnée une rotation quelconque autour d'un axe A, 
l'effet produit ne change point, soit qu’elle subsiste seule , soit 
qu'on la compose avec deux rotations égales et de sens contraire 
autour d'un axe quelconque A'. Supposons l'axe A' parallèle à 
l'axe A, et , de part et d’autre, même grandeur absolue des vitesses 
angulaires. La rotation autour de l'axe A équivaut à une rotation 
égale et de même sens, s’effectuant autour de l'axe A' et se com- 
posant avec le couple de rotation AA'. 

4" Réciproquement toute rotation s'effectuant autour d'un axe 
A', et se composant arec une translation perpendiculaire à cet axe, 
se résout en une rotation simple, identique à la première et s'ef- 
fectuant autour d'un second axe A parallèle au premier. L’axe A 
est situé dans le plan mené par l'axe A' normalement d la vitesse 
de translation. Il est le lieu des points qui, dans la rotation au- 
tour de l’axe A', empruntent <i cette rotation une vitesse égale et 
contraire à celle qui résulte de la translation donnée. 

5” Deux rotations quelconques simtdtanées autour de deux 
axes parallèles, se composent en une rotation unique autour d'un 
axe parallèle aux axes donnés et situé dans leur plan. La vitesse 
résultante est la somme algébrique des vitesses composantes. L’are 
résultant est le lieu des points qui empruntent aux deux rotations 
composantes des vitesses égales et contraires. 

Pour justiHer cette dernière conséquence, il suffit d’observer 
que si l’on transporte autour de l'axe résultant (déterminé comme 

' On appelle moment d'un couple le produit de la distance des axes par la 
vitesse angulaire. La direotinn d'un roupie est celle de son plan. Le sens est 
déterminé par celui de la vitesse de translation résultante. 

• Il est entendu (pie ces deux rotations ne sont point égales et contraires, 
autrement elles formeraient un couple et équivaudraient ii une simple trans- 
lalioii. 
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on vient de le dire) les deux rolalions données, les deux couples 
tie rotation cju’il faut composer avec elles, pour ne pas elianger 
l’elTct produit, sont égaux et de signe contraire. 

2.'). La connaissance du mode suivant lequel les rotations se 
composent entre elles et avec les vitesses de translation conduit 
Ircs-simiilement à la détermination de l’axe instantané glissant. 

Soient, en clT(‘t, »t, »i’, m" trois points d’un solide non situés 
en ligne droite, et r, r', f" leurs vitesses respectives, actuelles et 
simultanées. 

Concevons une translation rendue commune à ces trois points 
et s'effectuant avec la vitesse r empruntée au point «i. Il est vi- 
sible tpie pour restituer aux deux autres points leur état actuel de 
mouvcmciit, il faut, en général, composer cette translation, 
d’une part, avec une rotation de la droite iiim' autour du point 
d’autre part, avec une rotation du point m" autour de la droite 
)»/»('. La première de ces deux rotations peut être considérée 
comme s’effectuant autour d’une droilQ, passant par le point ni , 
et facile à déterminer conformément aux déductions des numéros 
i'i et IG. Il en résulte que les deux rotations à considérer ont 
des axes concounints et se composent en une rotation unique , 
autour d’un axe A' passant par le point ni. 

Cela posé, si l’on décompose la translation, rendue commune 
aux trois points ni, ni', in", en deux translations simultanées, 
l’une parallèle à l’axe A' de la rotation résultante, l’autre perpen- 
dieulairc à ce même axe, on sait que celle-ci peut se composer avec 
la rotation de manière à ne laisser subsister que cette même rola- 
tion autour d’un axe .A parallèle au premier. Il suit de là que tout 
SC réduit à une rotation s’effectuant autour de l’axe A et se eom- 
posant avec une translation jiarallèle au même axe. 

L’axe A, ainsi déterminé, est l’axe instantané glissant. Il est 
parallèle à la droiu- niin', lorsipie les vitesses t’, r' sont les mêmes. 
Il se confond avec celte droite, lorsque les vitesses v, v' sont 
égales, de même sens et dirigées suivant la droite iiini'. 

En résumé, m étant un point quelconque du solide et v la vi- 
tesse de ce point, le mouvement du solide se compose : 

1° D’une tcallslatiou égale à c; 
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D'uno ■‘otation u, aiiloiir d'iinr droite A' passant par In 
point m. 

droite A' est parallèle à l'axe instantané (tlissant A. a est la 
iDtation atilour de l'axe A. 

La vitesse v étant décomposée en deux autres, lune diriÿtée 
suivant la droite A', l'autre perpendiculaire à celle même droite, 
In première composante est lu vitesse de glissement le long de 
l'axe A. La deuxième composante esl égale au produit de In ro|n- 
lion U parla distance de l'axe A à la droite A'. 

L’axe A est situé dans le plan mené par la droiu^ A' periiendien- 
lairenient au plan de cette droite et de la vitesse r. 



CHAPITRE VI. 

DF.S FORMES LES PLIS SIMPLES AlXUl'ELLES ON PELT fit^IbllRE 
l’état de MOIVEMEXT d'i.XE FIGIRE DA.XS l’eSPACE. 



2r>. Considérons un système (|ueleonqiie de points liés entre 
eux d'une manière invariable, et se inoin’anl, comme on veut, dans 
l'espace. Réduit à sa forme la plus simple l'état de mouvement de 
ee sysième consiste, en général, en un glissement dirigé suivant 
une certaine droite et se composant avec une rotation autour de 
cette même droite. Au lieu d'une iranslation qui se compose avec 
une rotation , on peut avoir «leux rotations simullanées à axes 
rectangulaires, quelquefois même une rotation simple. La première 
substitution est toujours possible d’une infinité de manières, la 
seconde l'est quelquefois, mais d'une seule façon. Lorsque les 
points doniK's sont tous «-ompris dans un même plan, il y a sou- 
vent avantage à distinguer le mouvement dn plan sur lui-meme 
«lu mouvement du plan dans l'espace. On y parvient en ramenant 
l'état de mouvement du plan mobile à deux rotations simultanées, 
l'iine aiilnur d'une normale au plan, l'aulre aiiloiir d'un axe situé 
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dans c(! même pian. Lorsque les points donnés sont tous rangés 
sur une même droite, selon que leurs vitesses sont ou ne sont pas 
perpendiculaires à cette droite, leUit de mouvement de 1a droite 
mobile ne comporte, en général, qu'une simplication secondaire, 
ou bien il est réductible à une rotation simple autour d'un axe dé- 
terminé. Examinons ces dilTérents cas. 



Dtt niniivemeni d’une droite, dont tous les points ont des vitesses 
perpendiculaires à cette droite.. 

'21. Soit D une droite projetée en o sur un plan P perpendicu- 
laire à sa direction. Par hvpotlièse, les vitesses des 
différents points de la droite D sont pcrj)endicii- 
laires à cette droite *, et, par conséquent, paral- 
lèles au plan P. Il en résulte que si l’on trans- 
porte en 0 les vitesses de ces différents points, 
leurs extrémités viendront toutes aboutir à une 
même droite BB' située dans le plan P. (Théo- 
rème VII.) Il en résulte aussi que les vitesses 
ainsi transportées seront les projections sur le 
plan P de ces mêmes vitesses considérées dans 
leurs vraies positions. 

On sait que les vitesses des différents points de 
la droite D, lorsqu’on les prend dans leurs vraies 
positions, ont pour lieu de leurs extrémités une. droite oblique sur 
la première. (Théorème VI, corollaire 2.) Désignons par û cette 
deuxième droite et observons qu’elle est .située dans le plan mené 
par BB' perpendiculairement au plan P. 

De là résultent immédiatement les conséquences suivantes : 

Il est un point de la droite D dont la vitesse, représentée par 
la perpendiculaire ou abaissée du point osurBB', est moindre que 
toutes les autres. 

' Lorsque la vitesse d'un point d'une droite est perix-ndicidairt' à la ilirec- 
tion de cette droite, il on est de même de.s vitesses siniultam'es de tous li-s 
autres jioints. ( Tln'>orènie VI. eorollaiie I. ) 



fig t~. 
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Ce point, dit point central, est situe sur la pins courte distance 
(les droites D, a. 

Soit O le point central ainsi dëlenniné. La droite oa, suivant 
laquelle la vitesse du point o se dirige, est dite axe de symétrie. 

Ktant donnés deux points pris sur la droite D et équidistants 
du point central, les vitesses de ces points ont même grandeur, 
et elles sont dirigées symétriquement par rapport à la droite oa. 

L'état de mouvement de la droite D résulte d'une translation , 
suivant l'axe de symétrie, avec rotation simultanée autour de ce 
même axe. 

Soit on la projection de la vitesse d'un point quelconque m pris 
sur la droite D, à la distance om du point central, les vitesses de 
translation et de rotation de la droite D sont respcelivement , 
l'une 

U = oa , 

l'autre 

. an 

a = 

om 

Concluons que , daAs le cas particulier où les vitesses des diffé- 
rents points d'une droite sont perpendiculaires à cette droite, 
l'axe instantané glissant peut être choisi de manière qu'il coupe 
la droite mobile et lui soit perpendiculaire. 

On obserxera (pi'en ce cas, l'étal de mouvement de la droite 
mobile se trouve ainsi réduit à son expression la plus simple. 



D’une droite qui se meut d'une manière quelconque. 

28. Soit mA une droite mobile; m un point de cette droite; 
mn la vitesse de ce point. 

L'étal de mouvement de la droite mA peut être considéré comme 
SC composant : 

1° D'une translation empninlée an point m et repn'sonlée par 
la vitesse mn de ce point; 
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2® D'une potnlion niilour d'un axe mo passant par le point m. 



Fig. tu. 




Menons par le point m un plan P perpeiidi- 
ciilaire J» la vitesse mn et dwomposons la rota- 
tion mn en deux rotations simultanées, runc 
autour de la droite i»A, l’autre autour île rin- 
tersection du plan P avec le plan omA. 

En ce qui eoneerne la droite i«A et la vi- 
tesse actuelle de ses diflcrenls points, on peut 
évidemment faire alistractiou de la rotatiou composante dont l'axe 
est dirigé suivant cette droite. 

Il ne reste donc à considérer que la rotation composante autour 
d'un axe situé dans le plan P et la translation mn. Or ecltc transla- 
tion équivaut à un couple de rotation situé dans le plan P. Ou 
voit d'ailleurs aisément que ce couple et la rotation a ronsidérer 
se composent en une rotation simple autour d'un axe situé dans 
le plan P. 

On déduit de là, comme conséquences généra les f les conelii- 
sions suivantes : 



I® L’état l/c mouvement d'une droite quelconque D se réduit, 
en général, à une rotation simple autour d'une autre droite D' ('). 

2° La droite D' est située à la fois dans tous les plans menés 
par les différents points de la droite I) perpendiaduirement aux 
l'itesses de ces points. 

3“ La droite D' est complètement déterminée par l'intersection 
de deux quelconques de ces plans. 

Un seul cas échappe à cette solution, celui où les vitesses des 
ilifTérents points de la droite D sont pcrpeudieulaires à celle 
droite : c’est le cas traiuî tout à riieiirc n° 27. 

La droite D'est nécessairement unique. On la caractérise en lui 
donnant le nom d’iixe instantané non gli.s.sant. M. Chasles la dé- 

(') Le point (le la droite D situé sur la plus (XMirle dislance des droites 1), !>', 
prend le nom de point centrât. Il est caractérisé par la condition dVire, |Kirmi 
tous l(>s |Hiinls de la drolle II, celui iloni la vitesse est la plus |H‘lilc en gran- 
deur alisoliie. 
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Migiic üuiis lu déiiuiuiiiuliuii de dutilv Yuici |>uun|uoi. 

Si lu droite I) fuit purlie d’un solide, lu droite D', eonsiddi ée eoiiiini; 
fuisunt partie de ce meme solide, ne peut avoir d'autre monvemeiit 
i|ue celui qui se compose du mouvement de lu droite D et d'une 
rotation autour de cette droite. Or, puisque le mouvement de lu 
droite D se réduit à une rotation simple autour de lu droite D', il 
s'ensuit que ce mouvement est sans effet sur la droite D', et con- 
séquemment que l’état de mouvement de la droite I)' se réduit à 
une rotation simple autour de la droite I). C'est à raison de 1 a 
réeiproeité qui s'établit ainsi entre les droites I), D' (eliaeunc éUuit 
Taxe iustuiiluiié non ylissunl qui correspond à l'autre ) que 
M. Chasles leur affecte la désignation commune de droites conju- 
ÿiiêes. 



Dit inoiicenient d'nn système de points fiés entre eux d’une ma- 
nière invariable et situés ou non situés dans tin même plan. 

âO. Soient m,, m^, m^ trois points non situés en ligne droite : 
P le plan déterminé par ces points: r,, ij, 15 leurs vitesses res- 
pectives et simultanées. 

Décomposons cbaeuiie des vitesses ri, eu deux autres, 

l'uue perpeiidieidaire nu plan P, l'autre située dans ee plan. Soient 
r’i, r'j, f'j les premières composantes et r",, r"j, u''j les se- 
condes. 

Parles extrémités des vitesses i''|,e'j, r '3 faisons passer un plan 
Q. En général , les plans P, Q se coupent : soit D leur intersection. 

La droite D, ainsi déterminée, n’est autre que la droite dési- 
gnée par M. Chasles sous le nom de eaructéristit/ue du plan P. 
>'ous adopterons cette dénomination. 

Soient Pi , p^, p^ les perpendiculaires abaissées des points »t|, 
oij, >1(3 sur la earaeU‘risti<{ue D. On a évidemment 

l'i l'i 1 3 

h Pi Pi 

l)é>iguüiis |)ar ir la valeur commune à ces trois rapports. Il s en- 
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.suit que, iH)ur cuiiiinuniqucr à chacun des truis |iuiiils iii^, in^ 
les vitesses respectives v'j, r's, il suffit d’une rotation qui 
coiiiincnce autour de la droite l) avec lu vitesse angulaire ir. 

On sait que les vitesses v,, v^, l'j, prises deux à deux, ont 
même eomposcinte suivant la droite qui joint leurs points d'appli- 
cation. Cette propriété s’étend d’elle-inême et nécessairement aux 
vitesses r"i, v''^. 11 en résulte que les perpendiculaires, éle- 
vées dans le plan P sur ces vitesses j)ar les points rn, , 
vont toutes trois se couper en un même point o'. Il en résulte 
aussi que l’on a, en désignant par fj, I3 les distances o'm,, 

i/m^, o'»i3, 




suit w' la valeur commune à ces trois rapports. 

Le point (/ déterminé, comme il vient d’être dit, a reçu le nom 
de foi/er du plan P. Conservons cette dénomination, et désignons 
pur D' la normale au plan P menée par le point 0', 

Il est visible que, pour communiquer à chacun des trois points 
oi|, iiLj, III-, leurs vitesses respcêtivcs u",, u"j, «"3, il suffit d’une 
rotation qui commence autour de la droite D' avec la vitesse an- 
gulaire iv'. 

O 

Concluons que l’</t<il de mouvement des trots points m,, in„ m- 
peiil-étiT considéré coiniiie résultant de deux rotations simulta- 
nées , iune autour de lu droite D avec la vitesse w, l'autre autour 
de la droite D' avec la vitesse w'. 

Concluons, en outre, que, s'il s'agit des autres points du plan 
P, ou d’un système quelconque de points faisant avec les points 
donnés partie d'un même solide, ces deux rotations simultanées 
communiquent en même temps à tous ces points leurs vitesses 
actuelles. 

50. Les points situés sur les droites D, ü' n’ont d’autres vitesses 
([110 celles qui résultent, pour chacune de ces droites, de sa rotation 
autour de l’autre. Il s’ensuit que les droites D, D' forment entre 
elles un système de droites conjuguées rectangulaires. Les tlé- 
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(luclioii:> cl citncliisions du ii“ 4!) inipliqiiciil, d’ailleurs, les eoiisé- 
(lucnees suivantes : 

1“ Lu caraclvrialique 1) est le lieu des points dont les vitesses 
sont dirigées dans le plan P. Pour eliacun de ces points, sa vitesse 
est à la fois perpendiculaire et proportionnelle au rayon vecteur 
gui va du foyer à ce point. Le lien des extrémités de res vitesses 
est l'inlersertion du plan P avec le plan mené pur les extrémités 
des vitesses \ i, \ „ \, ' . 

2“ Le foyer o' est le point du plan P dont la vitesse est normale 
à ce plan. Cette propriété est caractérisligue. Supposée commune 
(i deux points du plan P, elle s’étend à tous les autres, et le mou- 
vement se réduit d une rotation simple autour de lu droite I). 

3” Soit O le pied de lu perpendiculaire abaissée du point o' sur 
la caractérisligue 1); o, o' sont les points centraux des droites 
conjuguées Ü, D'. D’ est lu curactéristigue du plan P' mené par 
le point o' normalement à la droite D : o est le foyer de ce plan. 

4" Tout plan passant par la droite 1) a son foyer sur lu 
droite D', et réciproguement. 

5“ Soit lu un point guelrongue du solide, v lu vitesse de ce 
point , Q, un plan mené pur le point ni perpendiculairement à la 
vitesse v, le plan Qi est le lieu des foyers des plans passant par le 
point m. 

pluparl de ces proiiosilions oui etc ciioiicccs par M. Chasles, 
dans un article des Comptes rendus de l'.lcadémie des sciences, 
annee 1843, tome XVI, paiçe 1420. Nous renvoyons à cet ailiclc 
et à notre Théorie géométrigae des ccîitres et axes instantanés de 
rotation, le lecteur qui voudrait poui’suivrc ces reclicrchcs. 

‘ Oa sait que les vitesses des diflereiits [loiiits d'un même plan ont, eu 
général , pour lieu de leurs exlréniités, un aiitrt' plan non parallèle au premier. 
tÀ'la résulte évidemment du corollaire 2 du tliéorcine VI. 
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CHAPITUE Vli. 

UK8 NUL'VËMËNTS A.NGL'LAIHËS COASIDKRKS E> ëL'X-MÉMë.S 
HT ISOLKMKM. 



31. L’ciflt de mouvcmcnl d’un solide se (oiiipose, en général, 
d'une rotation et d'une translation simultanées. 

On peut assujettir à passer par un point queleonque l'axe au- 
tour duquel on suppose que la rotation s'établit. Il n’en résulte 
aucun changement ni dans la direction de cet axe, ni dans la vi- 
tesse angulaire. Une seule eliosc change avec la position de l'axe, 
c'est la translation composante : clic se détermine par la vitesse 
que possèdent en commun les différents points situés sur Taxe de 
rotation. 

On voit j>ar là que le mouvement angulaire d’un solide, lors- 
r/u'on le rapporte à un axe uuit/ue, ne comporte jamais, « un 
même iuslanl quelconque , qu'une seule et même détermination. 
La déduction précédente s'applique au cas d'un plan coniiiie au 
cas d’un solide. Lorsqu’il s'a^t d'un plan , il est souvent utile de 
distinguer, dans la rotation totale, les deux rotations simultanées 
dont elle se compose et qui correspondent l■cspectivclncnt, runc 
au mouvement du plan sur lui-méme, l'outre au changement que 
la dimlion du plan subit dans res|)aee. Ces deux rotations ont 
respectivement pour axes, la première une normale au plan, la 
deuxième une parallèle à la caractéristique. On |>cut assigner à 
chacun de ces axes une position quelconque. Par cela seul qu'ils 
conservent tous deux leurs directions respccti^ es, rien ne change 
dans les vitesses angulaires qui leur correspondent. 

Passons au cas d'une droite qui se meut librement dans l'espace 
et dont on considère exclusivement le mouvement angulaire; soit 
B cette droite : prenons un point quelconque O, suj)])osé fixe, et, 
par ce point, menons une dwite B' assujettie à rester pai’allèle à 
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lu droilc U. L'idciuilc qui bubsisle cnlir les muuvciiiuiUs ungu- 
laircs simullancs des droites B, B' permet 
de substituer ruii à l'autre et reeipro- 
qiiement; cela pose, voici les conséquen- 
ces : 

b' L’etot de mouvemeiil de la droite B' 
consistant en une rotation simple autour 
d’un axe A passant par le point O, on 
|)cut, sans rien changer a cet état, établir, en outre, une rotation 
quelconque autour de la droite B'. 

Ces deux rotations, dont l'une est donnée et dont raiitrc admet 
iiidilTéremment tous les degrés de grandeur, sc eomposent en une 
rotation simple autour d’un axe A' situé dans le plan des droites 
A et B'. 

La vitesse angulaire autour de l'axe A' varie avec la direction 
de cet axe. Elle est la moindre possible, lorsque l’axe A' est per- 
pendiculaire à la droite B'. Pour toute autre direction, elle croit 
indéfiniment à mesure que l’angle des droites A', B' devient de 
plus en plus petit 

L’axe A' étant tracé à partir du point O, de manière à repré- 
senter la rotation correspondante , le lieu de scs extrémités est 
une droite B" parallèle à B'. ^ 

Concluons que le mouvement angulaire d’une droite, /orsYi/'ow 
le rapporte à un axe unique, comporte, « un même imtant quel- 
conque, une iiiGnité de déterminations dilTércntes, chaque déter- 
mination distincte correspondant à une direction particulière de 
l'axe de rotation, et le lieu de ces directions étant un certain plan 
parallèle à la droite. 

ô'2. TiiéoBÈME XI. — Lorsque deux droites font entre elles un 
angle constant, on peut les considérer comme ayant en même 
temps mêmes rotations autour des mêmes axes. 



• Imaginons ((lie, par rcxlrcmilé de l'axe A, on inêincuiic limite I!" paral- 
lèle à ir. La vitesse angulaire autour de l'axe A' est la partie de la (Imite A' 
interceptée entre le iniiiit O et la droite 11". 
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SuiclU A, B les deux droia's données. Prenons duns l’espace un 
point quelconque O, et, parce point, faisons passer deux droites 
A', B' assiijcUies à rester constamment parallèles, l'une à la droite 
A, l’autre à la droite B. 

Los droites A', B' formant entre elles un système de figure inva- 
riable, leur état de mouvement consiste, à chaque instant, en une 
même rotation autour d’un seul et meme axe, passant par le 
point O. De là résulte évidemment la proposition énoncée pour 
les droites A, B dont le mouvement angulaire ne diffère en rien 
de celui des droites A', B'. 

Toutes choses restant les mêmes, supposons qu'au lieu d’être 
constant, l’angle des droites A, B soit incessamment variable. Si 
nous désignons par P le plan des droites A', B', il est visible que le 
mouvement de chacune de ces droites se compose du mouvement 
du plan P, qui leur est commun, et, en outre, d'une rotation dans 
le plan P, autour du point O, cette rotation ayant pour axe la nor* 
male au plan P et affectant en général une détermination diffé- 
rente pour chacune des droites A', B'. 

L’état de inutivciucnt du plan P résulte, à chaque instant, d'une , 
rotation simple autour d’un certain axe passant par le point O. 

On peut dire aussi qu’il résulte de deux rotations simultanées rec- 
tangulaires , les axes de ecs rotations coneounlnt en O et étant di- 
rigés respectivement, l'iin suivant la normale, l’autre suivant la 
earacUTisliquc du plan P. 

De là suit évidemment cette première déduction : 

Vital de mouvement des droites A', B' se compose, pour rlia- 
ritne, à un même instant quelraneiue , 

f° D'une mime rotation autour de la caractirisliqiie du 
plan P; 

2“ D'une rotation autour de la normale au plan P inenie pur 
le point O, cette rotation afjeetunt en cjiniral une ditermination 
diffirente pour chacune des droites A', B'. 

Si l’on observe ensuite (jue le mouvement angulaire des droites 
A, B, ne diffère en rien de celui des droites A', B', on a, comme 
dcuxièinc déduction, le théorème suivant : 
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Th^émb XII. — Lursqut deux droilen font entre elles un anijte 
iuceMamment variable, si l'on désigne par P un plan parallèle 
d ces droites, on peut considérer leurs rotations simultanées 
comme se composant, pour chacune, à un même instant quel- 
conque, 

1“ D’une même rotation autour d'un même axe situé dans le 
plan P ; 

2° D’une rotation autour d’un axe perpendiculaire au plan P, 
cette rotation différant , en général , pour chacune des deux 
droites. 

La combinaison des théorèmes XI et XII implique, comme coii> 
séquence, cette troisième déduction : 

Corollaire. — La rotation commune aux droites A, B autoitr 
d’un axe situé dans le plan P n’est autre chose que la rotation de 
ce plan autour de sa caractéristique. Elle ne comporte, ti un même 
instant quelconque, qu’une seule et même détermination. 

55. Considérons deux droites mobiles A, B cl un plan P paral- 
lèle à ces droites. Quelle que soit, pour chacune des droites A, B, 
sa rotation totale autour d’uii axe unique, on peut toujours * sub- 
stituer à cette rotation simple deux rotations simultanées, l'une 
autour d’un axe perpendiculaire au plan P, l’autre autour d’un 
axe situé dans ce plan; la première ne comportant qu’une seule 
détermination, la deuxième admettant, au contraire, une inOnilé 
de déterminations toutes équivalentes en ce qui concerne la droite 
considérée. 

Cela posé on a le théorème suivant : 

Tiiéorèhe XIII. — Etant donné un plan P parallèle à deux 
droites mobiles A, B et, pour chacune de ces droites , sa rotation 

* Uu seul cas fait exception, celui où l'axe de la rulalion donnée serait 
IKualièle au plan P. Celte circonstance ne niodilie en rien les déductions 
suivantes. < 
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fompotaHle uitlour d'un use situé dans le plan P, si l'on repré- 
sente jutr on, ob les rotations données et par an, bn deux paral- 
lèles aux droites A, D, la rotation de la normale au plan P est 
représentée en direction, sens et grandeur par la diagonale on du 
fjuadrilutère oanb. 



Piij. 30. 



Construction. — Soil o un poinl du plan P; oa, ob deux axes 
siluds dans ce pian cl reprcsentanl les rotations 
coniposantcs données, l'une oa pour In droite A, 
riuilrc ob pour la droite B. Par les points a et 6 
menons les droites an, bn, respectivoincnt paral- 
lèles, la première à la droite A, la seconde à la 
droite B : n étant 1e point de rencontre des droites 
un, bn, la droite on représente en direction, sens 
et grandeur la rotation de la normale au plan P. 




Déinomtration. — On sait que le système des droites A, B 
admet une même rotation composante autour d'un meme axe 
situé dans le plan P. (Tbéorème Xll.) Celle rotation est évidem- 
nietil représentée jiar on. Cela résulte de re ((ue la rotation on 
éipiivaul, pour la droite A, à la rotation on; pour la droite B, à 
la roUilionoè Il est clair, d’ailleurs, que, quelle que soit pour 
ebaeunc des droites A, B sa rotation eoniposanle autour de la 
normale au plan P, ces rotations peuvent être considérées comme 
nulles,'sans ipi'il s’ensuive aucune inodification dans le mouve- 
ment angulaire de cette même normale. La construelion qui pré- 
cède est ainsi justifiée. 



' Les i-nlalioMS i-eiinsiniilées res|)octiveiiicnl par les iiortioiis de dmile on, 
an ont pour résiillunle la ruiulioii oa. Kn se euni|iosaut avec la rolaliuii ou, 
la mlaliuii an ne eliange en rien le mouvenienl aii)(ulaire de la droite A. La 
même obs<'rvalion s'appli<|ue en C('(|ui cuneerne, par ivipporl à la droite tl, 
la rotation bn. Ue là se déduit évidemment la a)iisé<|uence énoncée plus haut. 
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CHAPITRE VIÏÎ. 

RfcSlMÉ GfiMvRAL ET SIMPLIFICATIONS. 



ô4. En dcA'oIoppont, coinmo noii.s l’avons fait, 1rs principes 
exposas ci-dcs.sus, nous avons voulu prévenir loulc objection el 
nous rappmeber amant que possible des errements ordinaires, 
Nous allon.s montrer maintenant comment la marche à suivre 
peut être simplifiée san^ que les déductions cessent d'élre pure- 
ment géométriques et tout à fait rigoureuses. 

Du mouvemfiit d’un point. 

Commençons par le mouvement d'un point. Nous dirons sim- 
plement ce qui suit : 

Suit m le lieu actuel d'un point mobile 

Lorsque le point /t sort du lieu ni, c’est directement, c’est-à-dire 
suivant une certaine direction; c’est, en outre, avec un certain 
degré de rapidité : cette direction, ce degré de rapidité détermi- 
nent l’état de mouvement , autrement dit la vitesse du point n au 
sortir du lieu m. 

Le point n se mouvant, deux cas sont possibles, selon que la 
direction affectée par ce point à l’origine de chacun de ses déplace- 
ments successifs reste constamment la même, ou qu’au contraire, 
elle est incessamment variable. Dans le premier cas, et att-tsi 
longtemps que la direction ne change point, la trajectoire décrite 
est rectiligne; dans le second cas, et aussi longtemps que la direc- 
tion ne cesse pas de varier, la trajectoire décrite est curviligne. 

Réciproqucnieut, selon que la ligue à décrire par un point 
mobile est droite ou courbe, la direction du point décrivant est 
constante ou bien incessamment variable. 

De là ixisulte la définition suivante : 

La courbe, est la trace d’un point qui se meut sur une droite 
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mobile, le point glissant sur la droite, et lu droite tournant au- 
tour du point , tous deux incessamment. 

On peut aussi poser à priori cette même définition. Dans tous 
les cas, il est visible que la vitesse du point décrivant est dirigée 
suivant la droite mobile : c’est pour ce motif que nous donnons à 
eette droite le nom de directrice*. 

Le point qui décrit une courbe étant considéré comme glis- 
sant sur la directrice, tandis que la directrice tourne autour de 
ce point, on démontre aisément qu'aucun segment de droite par- 
tant du point mobile ne peut rester compris entre la courbe et la 
directrice. 11 suit de là que, pour chaque position du point décri- 
vant, la directrice se confond avec la tangente à la courbe, c’est- 
à-dire avec la droite qui se fapproche le plus de la courbe dans le 
voisinage de ce point. 

Ces premières notions se résument comme il suit ; 

La vitesse d’un point est l'état de mouvement gui anime ce 
point au sortir du lieu qu'il occupe. 

* Au lieu de procéder par voie de svnthèse, on pourrait suivre la voie ana- 
lytique et arriver, par induction, au même résultat. Selon nous, le premier 
procédé est ici de beaucoup préférable. Quoi qu'il en soit, nous allons indi- 
quer le second. 

Une courbe quelconque étant donnée, inscrivons dans cette courbe un pre- 
mier polygone, puis un second dont les côtés plus |>etils soient en nombre 
double, et ainsi de suite indélluiment. 

Kn général, on ne fait point difficulté d'admettre que le polygone inscrit, 
dont les côtés croissent en nombre et décroissent en longueur d'une manière 
imfélinio, a pour limite la courlte circonscrite. 

Cela posé, considérons un point m, animé d'une vitesse constante, et assu- 
jetti à décrire le contour polygonal inscrit dans la courbe donnée. Imaginons 
d'ailleurs qu'une même droite I), coïncidant d'abord avec le côté du |Kilygone 
que le point m est en train de di'n-rire, tourne brusquement , jiour s'appli(|uer 
sur le côté suivant, a l'instant précis oli le i»oint m atteint le sommet eorres- 
IHindanl il ces deux côtés et ainsi de suite indéfiniment. 

Il est visible que, pendant la description du (lolygone inscrit, le (Miint m se 
meut unifonnément sur la droite I), et que celle-ci reste immobile ou tourne 
briisi]uement autour du |Miinl m . selon que ce point décrit un même côté du 
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Il y a deux chose» ù distinguer dans la vitesse d’un point : 
l’une est la direction , l’autre la grandeur. 

La direction est celle de la tangente à la trajectoire du point. 
Elle comporte detix sens opposés l’un à l’autre. 

La grandeur est le degré de rapidité avec lequel le jioint sort du 
lieu qu’il ocaipe. 

Du mouvement de plusieurs points. 

35. Passons au mouvement simultané de plusieurs points. 

Étant donnés plusieurs points qui se meuvent simultanément, 
fonsidérons les vitesses respectives de ces points è un même in- 
stant quelconque déterminé, et supposons qu'à partir de cet instant, 
chacune de ces vitesses demeure invariable. Üans celte hypothèse, 
chaque vitesse est assujettie à rester ce qu’elle est, c'est-à-dire à 
conserver la grandeur et la direction qu'elle affeete à l’instant 
dont il s’agit. La conséquence est qu’à partir de ce même instant, 
le mouvement de chacun des points donnés devient et demeure 
uniforme. 

polygone ou qu'au contraire , il passe d'un côté au côté suivant , la position 
qu'il occupe étant celle du sommet compris eutre ces deux côtés. 

Sans rien changer au mouvement du point m sur la droite D, imaginons 
que l’on se rapproche indétliiiment de la courbe en augmentant de pins en 
pins le nmnbre des côtés du polygone inscrit. Les sommets de ce polygone 
devenant plus nombreux et se rapprochant indéfiniment les uns des autres , 
les rotations successives de la droite D autour du point m se succèdent avec 
une rapidité constamment croissante , et en ne laissant subsister entre elles 
que des intervalles de plus en plus [H-tits. 

Partant de Ui, on peut conclure, par voie (Tiiiduetion, que la substitution 
de la courbe au polygone inscrit n'a d'autre effet que de substituer aux rota- 
tions intermittentes et brns(|ues de la droite Ü autour du point m une rota- 
tion incessante et, par conséquent, continue. 

D<- là aussi résultent toutes les conséquences relatives au mouvement d'un 
|K)int sur une coiirlie. Pour les déiluire, il sullil d'observer ce qui se passe sur 
le polygone inscrit et de considérer comme s'appliquant à la courbe les pro- 
priétés qui subsi.stent toujours les mêmes, indépendamment du nombre des 
côtés du polygone inscrit , ou (|ui tendent de plus en plus à s'établir sur ce 
|H)lygonc, à mesure que le nombre tie ses efnés rmîl indetinimenl. 
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On démontre aisément que, dans le cas où plusieurs points se 
meuvent avec uniformité, les longueurs que ces points décrivent 
siinultiinément conservent entre elles des rapports invariables. 
Entend-on d’ailleurs par vitesse double, triple, quadruple, ete., la 
vitesse qui résulte pour un meme point de plusieurs vitesses 
siinidtanées, toutes égales et prises au nombre de deux, trois, 
({iialre, etc.? on. parvient immédiatement aux déductions sui- 
vantes : 

1° Lorsque plusieurs vitesses simultanées animent un même 
point suivant une même direction, la vitesse résultante est la 
somme algébrique des vitesses composantes. 

2“ Dans la comparaison de plusieurs vitesses , chaque vitesse 
peut être exprimée par une longueur. 

3” Les vitesses que l’on compare animant certaints points, les 
longueurs qui les expriment sont les portions de droite que ces 
points décriraient simultanément, si chaque vitesse demeurait 
constante en grandeur ainsi qu’en direction. 

4° En général , on est libre de fixer comme on veut la por- 
tai de droite prise pour mesure de l’une des vitesses qui sont à 
comparer. Les autres s’en déduisent. 

30. En appliquant les considérations qui précèdent an mouve- 
ment simultané de deux points, dont l’un, représenté par dé- 
crit une ligne S, et dont rautre, désigné par p, est la projection 
du point fi sur un des axes coordonnés, on peut observer que le 
mouvement du premier point détermine celui du second et réci- 
proquement. Il est visible d’ailleurs qu’à tout mouvement déter- 
miné d’un point correspond, à chaque instant, pour ce point, 
une vitesse également déterminée. 

Ces simples remarques ont pour conséquences immédiates les 
énoncés suivants : 

1" Lorsqu’à partir d’un instant quelconque déterminé, on 
assujettit le point fi à conserver lu direction et la grandeur de sa 
vitesse actuelle, rien n'est changé par là dans la vitesse que le 



Digitized by Google 




( 73 ) 

point P offerte à ce même ineiant. La eenle modifeation consiste 
en ce (pie lee mouvements simultanés du point fi et de sa projec- 
tion P deviennent uniformes. 

2“ Les vitesses simultanées des points p «f ^ sont telles qu’à 
chaque instant, l'une est la projection de l’autre. 

De là résultent ensuite toutes les régies relatives à In composi- 
tion et à In dceoniposition des vitesses d'un point. Pour établir ces 
règles, comme déduction directe des énoncés précédents, il suHil 
de faire observer que si le mouvement d’un point détermine les 
mouvements simultanés des projections de ce point et réciproque- 
ment, de même aussi la vitesse d’un point détermine les vitesses 
simultanées des projections de ce point et réciproquement. 

En résumé, on peut formuler comme il suit In règle générale 
qui implique toutes les autres : 

Règle générale. — Le point m étant animé de n vitesses ur- 
tiielles et simultanées, représentées respectivement en direction , 
sens et grandeur par n portions de droites, placées bout à bout 
les unes après les autres, la vitesse résultante est représentée en 
direction, sens et grandeur par la droite qui joint l’origine de lu 
première composante à l'extrémité de la dernière. 

Cette règle admet évidemment la réciproque. On en déduit 
d’ailleurs celle que nous avons désignée sous le nom de règle du 
(/uadrilatère des vitesses et dont voici l'énoncé : 

Soit V la vitesse actuelle d'un point m. 

La vitesse v étant déçomposable en une infinité de systèmes dis- 
tincts, qui comprennent chacun deux composantes, on supjmse 
connues , pour deux de ces systèmes , l’une des composantes et la 
direction de l’autre. 

Cela posé, si, pour chacun de ces systèmes, on trace , à partir 
du point m, la composante connue, et que, par son extrémité, 
on mime une parallèle d l’autre composante, les deux parallèles 
se coupent en un point n,et la droite inn représente en direction, 
sens et grandeur la vitesse v du point m. 
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La règle que nous venons de formuler s'étend d’elle-mème au 
cas où les deux systèmes considérés comprendraient un nombre 
quelconque de eomposanles qui seraient toutes connues , à l'ex- 
ccplion d'une seule« cellc-ci d'ailleurs étant déterminée, soit en 
grandeur, soit en direction. 



Iht mouvement d’une droite. 

37. Étant donnés deux points d'une droite , cette droite est com- 
plètement déterminée. De là résultent les principes suivants : 

« 

Lorsque les mmivements simultanés des différents points 
d’une droite sont déterminés pour deux points de cette droite, 
ils le sont en même temps pour tous les autres points. 

2° Lorsque les vitesses simultanées des différents points d’une 
droite sont déterminées pour deux points de cette droite, elles le 
sont en même temps pour tous les autres points. 

3“ T’ouï mode de déplacement, qui communique à deux points 
d’une droite leurs vitesses actuelles et simultanées remplit en 
même temps cette même condition par rapport n tous les autres 
points. 

Soient o et m deux points pris eomme on veut sur une droite 
mobile D. 

Supposons, en premier lieu , que le point o soit fixe. Dans cette 
hypothèse , la droite D tourne autour du point o , et la vitesse du 
point m est dirigée perpendiculairement à la droite D. 

Désignons par v la vitesse du point m à un instant quelconque, 
et par P le plan que la droite D cl la direction de la vitesse v 
déterminent à ce même instant. 

En tournant autour du point o dans le plan P, la droite D n'im- 
prime aucune vitesse au point o. Elle peut néanmoins communi- 
quer au point m sa vitesse actuelle v. La conséquence est que les 
\ilcsses actuelles et simultanées des dilTcrcnts points de la droite 
D sont les inéiues que si lu rotation s'eircctuuil unifurnicincnl 
dans le plan P. Concilions que ces viles.ses ont toutes i'nk skoi.f. kt 
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MÉVE DiKECTiON pnTpendinUaire d la droite mobile. Concluonü, <‘n 
outre, qu'e//e* sont respeetivetnent proportionnelles avx distances 
comprises entre les points qu’elles animent et le centre commun 
de rotation. 

Soit r la distance du point m au point o. Quel que soit le point 
iw , le rapport ^ n’affecte jamais, à un même instant quelconque, 
qu’une seule et même valeur. 

L’état de mouvement d’une droite qui sort du lieu qu’elle 
occupe, en tournant autour d'un de ses points, est dit rt fesse 
angulaire ou vitesse de rotation. Cette vitesse peut être constante 
ou bien incessamment variable. Dans tous les cas, elle est déter- 
minée à cha<|ue instant, d’une part et en diivclion, par le plan P, 
d’autre part et- en grandeur, par le rapport^. En la désignant 
par tr, on a généralement 




S’agit-il d’une droite qui se meut dans l’espace d’une manière 
quelconque et dont la direction change incessamment? elle a, de * 
même et li chaque instant, une vitesse angulaire complètement 
déterminée. Cette vitesse est celle d’une droite quelconque, assu- 
jettie à passer par un point fixe et à tourner autour de ce point en 
restant parallèle à la droite donnée. 

Supposons, en second lieu, que la droite D soit libre dans 
l’espace. 

Prenons le point o, et, par une translation qui communique à 
tous les autres points la vitesse du point o, assujettissons celui-ci 
à décrire sa propre trajectoire. L’effet de cette translation, si elle 
subsistait seule, serait de ne rien changer au mouvement du' point 
o , et, en même temps, de maintenir constante, pour chaque posi- 
tion de la droite D, sa direction première. Il suit de la que, pour 
restituer h la droite mobile son mouvement effectif, il suffit d’une 
roUilion qui se compose avec la translation empruntée au point o 
et qui s’accomplisse autour de ce point comme s'il était fixe. 

Considérons d’aboni la translation empruntée au point o. Les 
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viU;sRe.<t qui en résultent sont partout les mémos h un mémo 
instant quelconque. Elles ont donc , en chaque point, tnémes roni- 
posante.'i, l’une normale a la droite mobile, l’autre dirigée suivant 
cette même droite. 

Considérons ensuite la rotation autour du point o, supposé fixe 
dans la position qu’il occupe à l’instant considéré. Les vitesses 
qu'elle imprime sont partout normales à la droite D, parallèles 
entre elles et respectivement proportionnelles aux rayons vee- 
tcurs correspondants. 

En résumé, soit om la droite D, oo' la vitesse actuelle du point 
O, o'm’ et mm' deux segments respective- 
ment égaux et parallèles, l'un à om, l’autre 
a oo". La vitesse du point m est la résultante 
de deux vitesses simultanées, représentées, 
l’une par mm', l’autre par qt'm", le seg- 
ment m'm" étant perpendiculaire a la droite 
o'm' et aboutissant en m" à une droite dé- 
terminée o'm" 

De là dérivent immédiatement les déduc- 
tions suivantes : 

1" Les vitesses simultanées des différents 
poiiUs d’une droite étant décomposées sui- 
X'ant la droite et perpendiculairement à sa 
direction, les composantes dirigées suivant la droite sont toutes 
égales et de même sens. 

2* Lorsqu'un point d’une droite a sa vitesse dirigée perpendi- 
culairement à ladroite, il en est de même de tous lesautres fwints. 

3“ Les vitesses simultanées des différents points d'une droite 
sont toutes parallèles à un même plan. Ae lieu de leurs extrémités 
est une droite oblique sur la première *. 
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’ Soit n un point quelconque de la droite oui. Si l'on prend o'n' == on, et 
que |Kir le |K)inl n' on mène la droite ii'n" parallèle à m'm" et limilée en ii" 
:i la droite o'm", le segment nn" représente en diivetion, sens et grandeur, la 
vitesse .actuelle du point n. 

* Le plan, auquel les vitesses simiiltantVs d(*s difTérenls jioinls d’une droite 
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4" SU 'un Irunsiwrlt en un même point, lee vilenaes simultanées 
des différents points d'une droite, ces vitesses ont leurs exlH- 
mités sur tt/ie seule et même droite perpendiculaire à la pre- 
mière 

5“ Lorsqu'un point d’une droite a sa vitesse dirigée tout en- 
tière suivant la droite, tes vitesses des autres jmints sont toutes 
situées dans un seul et même plan. 

6° Lorsqu'un fmint d’une droite a une vitesse nulle, les vitesses 
des autres points sont parallèles entre elles, perpetulirulaires à 
la droite et respectivement proportionnelles aux distances com- 
prises entre les jwints qu’elles animent et celui dont la vitesse est 
nulle. 

Du mouvement d’un plan sur lui-même et d’une droite 
dans un plan. 

38. EUtnl donnés deux poinls d’un plan mobile sur lui-inéinc, 
la position de tous les points du plan est dclcnnince De là ré- 
sultent les pi'ineipes suivants : 

1“ Lorsque les mouvements simultanés des différents points 
d'un plan mobile sur lui-même .sont déterminés pour deux points 
de ce plan, ils le sont en même temps pour tous les autres points. 

2° Lorsque les vitesses simultanées des différents points d’un 
plan mobile sur lui-même sont déterminées pour deux points de 
ce plan, elles le sont en même temps pour tous les autres points. 

3® Tout mode de déplacement qui communique à deux points 

sont toutes parallèles, est dèterniiné par deux i|uelc«>iupi(‘s de ees vitesses. La 
fiRtire (2i) monti-e <iuc ce plan est dirigé parallèleiuent aux droites mm', m'm". 
Elle montre eu même temps (|uc les vitesses mm", un", etc., ont leurs extré- 
mités situées sur la droite o’m". 

’ .Si l'on mène par le point o' une droite o's parallèle à m'm" et (|u'un 
traus|iortc en o les vitesses mm", un", etc., il est visible <|u'apros ce iraus- 
|iorl, les extrémités m", u", etc., viennent se ranger en n'", etc., sur la 
droite o's, les droites m"m'", n"u"' éUtnl toutes |KirallèU‘s à la droite om. 

* Dés qu'on se donne une |iosition du plan mobile et qu'il y a continuité 
dans les déplacements successifs, la détermiiialion est et reste complète. 
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U un plan mobile mtr lui-même leure Liteimes ucluelten el siinut- 
lanées, remplit en même temps cette même condition par rapport 
à tous les autres points. . • 

Cdu pose, on a d'abord ce premier corollaire : 

4“ St deux points d’un plan qui se meut sur lui-même ont en 
même temps même vitesse, cette vitesse est commune d tous les 
autres points. Les vitesses simultanées des différents points sont 
donc toutes les mêmes ou toutes différentes. 

Il est ensuite très-facile d'établir, ainsi qu’on l’a fait aux nu- 
méros (11, 12 et 13), les propositions suivantes, qui s’appliquent 
également au mouvement d’un plan sur liii-mcmc et à celui d une 
droite dans un plan : 

5° Lorsqu'un plan se meut sur lui-même et que tous ses points 
a ont pus en même tetnps même vitesse, il est un point du plan 
dont la vitesse est nulle. On désigne ce point sous le mm de cen- 
TBE iNSTAMTAMÉ DE ROTATION. Lcs vitesses simultanées des autres 
jmints sont les mêmes que si le plan tournait autour de ce centre 
considéré comme fixe. 

<i° m, m' étant deux points d'un plan qui se meut sur lui- 
même, et mn, m'n' les segments de droite qui représentent en 
direction, sens et grandeur, les vitesses actuelles des points ra, m', 
deux cas sont possibles selon que les segments mn, m'n' sont ou 
non parallèles. Dans le premier cas, les segments mn, m'n' sont 
perpendiculaires à la droite mm', el le centre instantané de rota- 
tion se trouve d la rencontre de cette droite avec la droite nn'. 
Dans le second cas, le centre instantané de rotation est déterminé 
par l’intersection de deux droites élevées perpendiculairement , 
l’une en m sur mn, l'autre en m' sur m'n'. 

7* L’état de mouvement d’un plan qui se meut sur lui-même 
el dont tous les points n'ont pas même, vitesse peut être considéré 
soit comme se léduisant d une rotation simple autour du centre 
instantané , soit comme résultant de cette même rotation trans- 
portée autour d'un point quelconque du plan mobile el composée 
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nvec une Irattntaliim prtrhément égale à la vilesse de ce point. 

8* Lorsqu'une droite se ment dans un plan, son mouvement 
SC compose d’un glissement sur elle -même, et d’une rotation 
autour d’un point choisi, comme on veut, sur la perpendiculaire 
abaiss/èe du centre instantané de rotation. Quel que soit ce point, 
la vitesse angulaire reste toujours la même. La vitesse de glisse- 
ment est la vitesse effective (lu point substitué comme centre au 
centre instantané de rotation. 

Du mouvement dans l'espace d’un plan et d’un solide. 

donnas trois iioiiits d'un solide, non situés en ligne 
droite, les points de ce solide sont tous dclcnninés. De là résul- 
tent les principes suivants : 

1” Lorsque les mouvements simultanés des différents points 
d’un solide sont déterminés pour trois points de ce .solide non 
situés en ligne droite, ils le sont en même temps pour tous les 
autres jmints. 

2" Lorsque les vitesses simultanées des differents points d'un 
solide sont déterminées pour trois points de ce solide non situés 
en ligne droite, elles le sont en même temps pour tous les autres 
points. 

3° Tout mode de déplacement (qui communi(jue à trois points 
d'un solide non situés en ligne droite leurs vitesses actuelles et 
simultanées remplit en même temps cette même condition par 
rapport à tous les autres points. 

4° Lorsque trois points d’un solide ont en même temps même 
vitesse, celte vitesse est commune à tous les autres points. 

Soit 0 un point quelconque pris sur un solide qui se meut, ou 
lié à ce solide d’une manière invariable. 

Supposons, en premier lieu, que le point o soit fixe : 

m étant un point pris sur le solide en dehors du point o et i; la 
vitesse de ce point, deux cas sont possibles selon que la vitesse u 
est ou n’est pas nulle. 
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Dans le premier cas, la vitesse v élaiit nulle, pi'enons un |ioiul 
quelconque n situe en dehors de la droite om, et tirons les deux 
droites on, mn. Ces deux droites ayant chacune un point dont la 
vitesse est nulle (*), il s’ensuit que la vitesse du point n est perpen- 
diculaire au plan omu , cl qu’une rotation commençant autour dq 
la droite om peut communiquer aux trois points o, m, n leurs 
vitesses actuelles et simultanées. Concluons que cellq rotation 
remplit en même temps cette même condition par rapport à tous 
les autres points *. 

Dans le second cas, la vitesse v est perpendiculaire à la droite 
om (*), cl si l’on désigne par P le plan mené par la droite om per- 
pendiculairement il la vitesse v, on peut considérer ce plan comme 
lié au solide, ou, ce qui revient au même, comme en faisant 
partie. Cela posé, soit m' un point quelconque pris dans le plan P, 
en dehors de la droite om, cl v’ la vitesse de ce point. La vitesse 
v' est perpendiculaire à la droite om' (*). D’un autre cété, puisque 
la vitesse v, dirigée suivant la normale au plan P, est perpendi- 
culaire à la droite mm' située dans ce plan, il s'ensuit que la vi- 
tesse v’ est aussi perpendiculaire à la droite mm’ ^ Concluons que 
la vitesse e' est comme la vitesse v perpendiculaire au plan P. La 
conséquence est que les vitesses des diifércnls points de la droite 
om' sont toutes perpendiculaires au plan P, et qu'il existe néces- 
sairement sur celle droite un point n dont la vitesse ne diffère en 
rien de celle du point m (’). 

Par le point o menons une droite D parallèle à In droite mn. 
Il est visible que, pour communiquer aux trois points o, m, n 

{') Lorsqu'un |K)iiil d'uiie droile a une vitesse nulle, les vitesses des autres 
|H)ints sont parallèles entre elles, |ier|iendieulaires à la droile et resiiective- 
nienl pru|>orlionnelles aux distances comprises entre les laiints (|u'clles ani- 
ment et celui dont la vitesse est nulle. ( N» 37. Déduction 0".) 

* Les |K)iiilsoet m ayant dr's vilessi's nulles, la même condition subsiste 
pour tous les points de la droite om. Partant de là, on pourrait en déduire 
immédiatement t|ue l'état de mouvement du solide considéré se réduit à une 
rotation autour de la droite om. 

“ Lurs4|u'un |K)int d'une droile a sa vitesse dirijjée |>rM'pendiculaiirment 
à cette droile, il en est de même de tous les autres |>uinls. ( N“ .37. üétltic- 
lion 3".) 
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leurs vilesses iicludles el simultanées, il siillil (l'iiiie rutatioii ([iii 
euinmencc autour de la droite 1) avee une vitesse angulaire égale 
au rapport de la vitesse o à la distanec comprise entre le |)oint o 
et la droite mn. De là et de ce qui précède résulte la déduction 
suivante : 

O” Lom/ii'uii aulide lourtie autour d'un point /ixe, parmi les 
droites passant par ce point, il en est une dont l'état actuel de 
mouvement se réduit à zéro. Cette droite est désignée sous le nom 
d'.\\E INSTANTANÉ DK ROTATION. Lcs vitesscs simultanées des diffé- 
rents points du solide sont les mêmes que s'il tournait autour de 
cet axe, considéré comme fixe. 

Supposons, en second lieu, que le point o participe au mouve- 
ment du solide, et désignons par u su vitesse uetucllc. 

Si nous communiquons à tous les points du solide la vitesse u 
du point 0, il est visible que l'état de mouvement de ce solide 
peut être considéré comme sc composant d’une translation re- 
présentée parla vitesse u et d’une rotation établie autour du point 
0, comme si ce point était fixe. 

Soit D la droite suivant laquelle l'oxe instantané de rotation 
serait dirigé, si la rotation établie autour du point o subsistait 
seule. La vitesse u du point o peut se décomposer en deux autres, 
l une u' dirigée suivant la droite D, l'autre u" perpendiculaire à 
celte inèiiic droite. Il suit de là (|uc l'étal de mouvement du solide 
se compose comme il suit: 

Une rotation autour de la droite D; 

Un glissement u' suivant la droite D; 

Une translation u" perpendiculaire à la droite D. 

Considérons une droite D' parallèle à lu droite D, liée au solide 
el telle que la vitesse communiquée à scs différents points par la 
rotation établie autour de la droite D soit précisément égale et de 
sons contraire à la vitesse u". Il est visible que la droite D' existe né- 
cessairement, qu’elle est unique ' el que sou étal de mouvement 

' La droite D' est située dans le |ilan mené |>ar la droite D |)orpeii(lieulai- 
rement à la direction de la vitesse La distance de la draile D' à la droite D 

(i 



Digitized by Google 




( ) 

consiste tout enlicr en un glisscincnl snc elle nièine, ce glissement 
a)’unt lieu avec la vitesse On voit de meme qu’en transportant, 
autour de la droite ü', la rotation établie autour de la droite D, 
on coinniunniue aux dilTércnts points de eelle-ci la vitesse n". I.a 
conséquence évidente est que l’état de mouvement du solide sc 
compose d'une rotation autour de la droite D’ et d'un glissement 
u' suivant cette même droite. De là résulte la déduction suivante, 
déjà formulée u° 20 : 

0“ Lorsqu'vn solide se meut et que tous ses points n’ont pas 
en même temps même vitesse, parmi les droites qu’on peut con- 
sidérer comme faisant partie de ce solide, il en est une dont l’étal 
actuel de mouvement se réduit d un simple (jlissemenl sur elle- 
même. Cette droite est désignée sous le nom «Taxe insta.ntané 
üi.issAXT. Les vitesses simultanées des différents points du solide 
sont les mêmes que s’il glissait avec cet axe et qu’en même temps 
il tournât autour de ce même axe. 

Des mouvements angulaires considérés en eux-mêmes 
et isolément. 

40. Nous avons vu (n“ 23, 24 , 2b) comment les rotations d'un 
solide autour d’axes quelconques s’expriment par des segments de 
droites parallèles à ees axes : comment aussi elles se composent 
cl se décomposent suivant les memes lois que les vitesses d’un 
point représentées par ces mêmes segments. Partant de là, on peut 
établir directement et sans la moindre diiïiculté toutes les propo- 
sitions développées dans les numéros suivants. Bornons-nous à 
reproduire sous une autre forme quelques-unes de ces proposi- 
tions, et considérons, en particulier, les mouvements angulaires, 
abstraction faite des translations qui sc composent avec eux sans 
les modifier. 

est le quotient de la vitesse u" par la vites.se an^tulaire de la rotation élahlie 
autour de la droite D. Deux [lositions corrcsiiondeiit iwur la droite D' aux 
indications qui précêdeul ; celle qu’il faut choisir est déterminée par le sens 
de la rotation. 
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S’agil-il d'un m sterne queleomjue de points liés entre eux d’une 
manière invariable? Toute rotation de ce aijxlime autour d'un 
axe quelconque peut être transportée autour d’un autre axe, pa- 
rallèle au premier , et choisi comme on veut. Si, pour effectuer 
ce transport, .sn;is changer l’état de mouvement du système, il faut 
introduire une certaine translation, cette translation ne change 
rien au mouvement angulaire, et l’on peut en faire abstraction, 
lorsqu’on considère exclusivement eelui-ci. 

S’agit-il d’un plan ? Dans le cas le plus général , l’état de raou- 
venient de ce plan se réduit à une rotation simple autour de 
l'axe instantané glissant. Cette rotation est décomposabic en deux 
autres, l’une autour d’un axe situé dans le plan mobile, l’autre 
autour d’un axe perpendiculaire h ce même plan. Le glissement 
qui a lieu suivant l’axe instantané peut se décomposer de la 
même manière. Il s’ensuit que si l’on combine chacune des deux 
rotations composantes avec celle des deux composantes de la vi- 
tesse de glissement qui lui est perpendiculaire, on a pour résul- 
tantes uniques deux rotations simultanées, généralement non con- 
courantes et respectivement établies, l’une autour d’un axe situé 
dans le plan mobile, l’autre autour d’un axe perpendiculaire à ce 
même plan. Le premier de ces deux axes n’est autre que la droite 
désignée (n* 29) sous le nom de caractéristique ; le second déter- 
mine par sa rencontre avec le plan mobile le point appelé foyer '. 

* On |H>ut, sans rien changer aux positions successives d'uii plan qui se 
meut dans l’es|>ace , supprimer tout mouvement de ce plan sur lui-même. Cela 
|iosé, il est aisé de voir (|ue la considéraliou de la caractéristique et du foyer 
conduit directement aux déductions suivantes : 

Tout mouvement d'un plan dans l'espace consiste généralement en une rota- 
tion autour d'une droite mobile, dite caractéristique. 

La caractéristique se meut dans leplan, et le plan tourne autour de la carac- 
téristique, tous deux incessamment. 

Le lieu des positions successives de la caractéristique est une surfàce déve- 
loppable. 

Cette surface peut être cylindrique ou conique. En général elle est autre , 
et dès lors elle a pour arête de rebroussement le lieu des points oii les foyers 
se projettent sur les caractéristiques c|ui leur correspondent respectivement. 

Le plan qui se meut étant , par hypothèse , dépourvu ou dépouillé de tout 
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Il est süuvciil ulilc de considiTCi' à iiiirl el exilusivemoiit la 
dh eclioH alfccléc dans l’cspaec par le plan mobile. Le mouu-inenl 
angulaire qui correspond aux changements de celle direction se 
réduit à la rolalion composanlc établie autour de la earactéris- 
li(|ue. Il sullil donc de délermincr celle composante et l'on peut 
l'aire abstraction de la rotation établie autour de la normale. 

S'agit-il d'une droite? Imaginons une autre droite, assujettie à 
passer par un point fixe o et à rester parallèle à la droite donnée. 
L’identité qui subsiste entre les mouvements angulaires simul- 
tanés de ces deux droites permet de substituer l’un à l’autre, et 
réciproquement. Tout se réduit donc au mouvement d’une droite 
qui tourne autour d'un de ses points supposé fixe. Considérons ce 
dernier mouvement. 

Soit m un point de la <lroile mobile, autre que le point o, et r 
la xitessc actuelle de ce point. Si nous désignons par Q le plan 
mené par la droite om perpendiculairement à la direction de la 
vitesse r, il est visible que l’état de mouvement de la droite mo- 
bile est réductible à une rotation dont l’axe peut être choisi comme 
on veut parmi toutes les droites tracées dans le plan Q à partir du 
point o *. 

S’agit-il en dernier lieu de deux droites mobiles? Considérons 
un plan P, assujetti à rester parallèle à ces droites et tournant en 
conséquence autour de sa caractéristique. La rotation propre à 
chacune des droites mobiles est décompo.sabic en deux autres, 
l'une autour d'un axe perpendiculaire au plan P, l'autre autour 
d’un a.xc .situé dans ce même plan. Cela posé, on peut établir 
très-simplement le théorème énoncé comme il suit (n° 33) : 

mouvement sur lui-iuènic , cliucuii de scs [loinls décrit uuc irajceloire (jiii le 
eouiH‘ à angle druil. 

Toute dmile li-aeée dans le plan niolnle par le point di'erivaiit .s'enroule sur 
le lieu des earactérisliques suivant uni? dévelopiiée de la trajectoire de ce 
iwint. 

Parmi les droites, en nomlire infini, (|u’on i«‘ut ainsi (irendiv iKUir axes 
instantanés de mtation , une seule est exclue : c'est la droite uiolnle. La vites.se 
de rotation cliange aviv la droite choisie pour axe instantané ; elle est la 
moindre |>ossihle, lors<|ue cet axe est pris à angle droit sur la droite inphile. 
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Étant donnrs un plan P paraUHe à deux droites mobiles A, B, 
et, pour chacune de ces droites, sa rotation composante autour 
d un axe situé dans le plan P, si l’on représente par oa, ob, les 




rotations données, et par an, bii deux paral- 
lèles aux droites A, B, /a rotation de la normale 
au plan P est représentée en direction, sens et 
(fraudeur par la diacjonale. on du quadrilatère 
oanb. Cela revient à dire que la droite on est la 
caractéristique du plan P, et que lu rotation de 
ce plan P autour de cette droite est représentée 



en sens et qrandeur par te seqment on. 



FIN DE LA CIN^.MATigilE ET DE LA PnEMIÈRE PARTIE. 
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DEUXIÈME PARTIE. 



RÈGLES GÉNÉRALES DE LA DIFFÉRENTIATION, COMPRENANT, 
POUR LES CAS LES PLUS SIMPLES, LES RÈGLES CORRESPON- 
DANTES DE L’INTÉGRATION. 



CHAPITRE hr. 

PRINCIPES FONDAMENTAUX. 



1. Considérons un point mobile dans l'cspacc. La direction 
suivie par ce point peut être constante ou bien incessamment 
variable. Dans le premier cas, la ligne décrite est droite; dans le 
second cas, la ligne décrite est courbe. 

Désignons sous le nom de directrice la droite suivant laquelle 
la vitesse du point mobile est dirigée à l’instant que l’on considère. 
Si la ligne décrite est droite, la directrice est fixe; si la ligne dé- 
crite est courbe, la directrice tourne autour du point décrivant. 

De là résulte la définition suivante ; 

La courbe est la trace d’un point qui se meut suivant une 
direction incessamment variable, 
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on mieux eneorc : 

La courbe est lu trace d'uii point (pii se meut sur une droite 
mobiJe, dite dirkctbice, le point <ilissiint sur la droite et la droite 
tournant autour du point, tous deux incessuinment. 

En iipplifinanl celle ilcfinilioii îi niic conrbe (inelcnnqnc, on con- 
state aisément, pour toute position déterminée du iminl généra- 
teur, ridenlité de la droite dite directrice et de celle (ju’oii d'’“sig"e 
en général sous le nom de tanijente 

' Donnons-nous un point sur une coiirl>e et représentons-nous toutes les 
(Irt)ilcs (pi’on |ieul mener par ce |>oinl. 

La tamjenie. étant définie, celle de ces droites dont la courbe s’écaiie le 
moins à partir et dans le voisinage du iKiinl donné, on voit tout d'almrd (|ii’elle 
se confond nécessairement avec la direclricc. Veut-on d’ailleurs démontrer 
fl pWoncetIc proitosition ? On y parvient aisément de la mainére suivante : 

Soit m un ix)int qui dwîril une courl)e cl ü la directrice de ce imint. 

Déterminons il'abord une position quelconque du (Kiint décrivaid. Soit o 
celle |K)siliuu prise i>our origine de l’arc décrit par le imint m et ni la |>osition 
corresiK)ndanle afi'ectée parla directrice à cette origine. Parle point o menons 
une droite on choisie comme on voudra. 

Sans rien changer à ce qui préc«\le, considérons 
le |ioiut m après sa .sortie du lieu o. Soit m' la pro- 
Fi(j. 2.7. jcclion orthogonale du i>oinl m sur le plan uot, et 

P, q celles du point m' sur les droites ot, on. Il est 
visible que la distance mp du |Kiint m à la droite ot 
est moindre ou plus grande (|ue la distance mq du 
jioinl m à la droite on , selon <iue le segment m'p 
est lui-mème moindre ou plus grand (pie le seg- 
ment m'q. 

D(^ignons i>ar r la vitesse du |ioinl m sur sa tra- 
ji'ctoire, et par 




les compléments des angles que la directrice D fait av(-c les droilrs m'p, m'q, à 
l’instant que l'on considère. En decom|)osanl la vitesse r suivant U's trois diirc- 
lions rectangulaires mm', m'p, ot, on a, pour composante parallèle à m'p , 
r sin. a. En dec.oin|H)sant celle même vitesse suivant les trois directions rtM - 



/é 



A'"- 
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Cola posé, entrons on inalièro. 

Dans la dosoription d'une courbe par un point, le point déori- 
vaiit peut être oonsiddré comme (/lissunt nurla dirertrice t‘n nidmo 
temps que /« directrice tourne autour du point décrivant. La ro- 
falton de 1a directrice autour du point décrivant a pour ofTct 
iinif/ne de changer incessamment la direction de ce point : elle 
n’altère en rien sa vitesse considérée comme grandeur, ni Vétendue 
Linéaire décrite en vertu de cette même vitesse. De là résultent 
les relations suivantes existant entre les longueurs décrites simul- 
tanément sur des lignes queleonques et les vitesses correspondantes 
des points qui décrivent ces longueurs : 

1° Lorsque les vitesses des points décrivants passent en même 
temps par les mêmes degrés de grandeur, les longueurs décrites 
simultanément sont constamment égales. 

2° Lorsque les longueurs décrites .simultanément sont constam- 
ment égales, les vitesses des points décrivants pa.s.sent en même 
temps par les mêmes degrés de grandeur. 

3” Lorsqu’on compare entre elles, d’une part, des longuerirs 
décrites simultanément sur des lignes quelconques , d’autre part, 
les grandeurs des rites.ses simultanées des points décrivants , on 
peut, sans altérer en rien les rapports cherchés, substituer à 

(angulaires mm', m'q,on , il vient de même, pour composante parallèle à m'q, 
V. sin. C. 

Les comi)osanles r sin. a , v sin. S. sont évidcmmeiU les vitesses simulUmées 
avec lesquelles croissent les segments m'p, m'q. En outre, il y a lieu d'obser- 
ver <|u'au .sortir du lieu o , on a d'alKird et en même temps 

a = O, <T = img. (not.). 

(>la posé, puis(|ue l’angle a commence par être nul, il s'ensuit qti’il reste 
constamment inférieur à l’angle C pour toute l'étcndne d'un certain arc n , 
compté , à partir du |ioint o, .sur la tiajectoire du |H)int ro. Or, aussi longtemps 
tpie l'angle « reste moindre que l'angle la vitesse r .sin. x. est et demeure 
|>lns |ie(ile (|ue la vitesse r sin. £ La constspience évidente est (|ue le seg- 
ment m'p est constamment inferieur au segment m'q pour toute l'etendue de 
l'arc a , et (pi'il en est de même de la distance mp comimree à la distance mq. 
De là l•^■‘snlle immé<lialenienl la pro|>osilion éiioncw pins liant. 
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chaque ligne effectivement décrite une ligne quelconque choisie 
arbitrairement. Il suffit, pour cela , que , de part et d’autre , dans 
la première de ces deux lignes et dans celle qu’on lui substitue, 
les longueurs décrites ou , ce qui revient au même , les vitesses des 
points décrivants passent en même temps par les mêmes degrés 
de grandeur. 

Gcs trois propositions pouvant être considérées comme évi- 
dentes, nous nous bornons à les énoncer. 

2. Les principes du n" 1 ont pour conséquences immédiates 
les déductions suivantes : 

Lorsque les longueurs décrites en même temps par deux 
points conservent entre elles un rapport invariable, ce même 
rapport existe entre les vitesses simultanées de ces points; 

Réciproquement : 

2" Lorsque les vitesses simultanées de deux points conservent 
entre elles un rapport invariable, ce même rapport existe entre 
les longueurs que ces points décrivent .simultanément 

* SoieiU m el m' les points décrivants , » et v' leurs vitesses respectives 
simullanées, / et /' deux longueurs quelconques décrites simultanément par 
ces points et correspondantes aux vitesses r, Il s’agit de démontrer que si 
l'on a toujours 

(1) J, = constante = c, 

il en résulte 

, V 

(2) — = constante = c, 

r" 

et réciproquement. 

Partons de l'équation (2) et montrons qu'elle implique comme conséquence 
l'équation (1), et réciproquement. 

Soit une circonférence de cercle ayant son centre en o et on pour rayon. 
Le point o restant fixe , imaginons que le point n .se meuve sur la cirwnfé- 
rence on , en même temps et avec la même vi1e.sse que le point m sur la ligne 
qu'il décrit. Sur le rayon on, prenons, à partir du |x>int o, une longueur on', 
lelle que l'on ait 



on 




(In voit aisément que le point n' du rayon on iliVrit une circonférence de 
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3“ Soiml ID, ni', m" trois points décrivants, v, v', v" leurs 
vitesses respectives simultanées, 1, 1',!" trois longueurs quelcon- 
ques déçrites simultanémeiit par ces points; si, pendant la des- 
cription de ces longueurs on a toujours, . 



il en résulte, 
et réciproquement (1). 



r ■= v’ -4- v" , 

/ = /'-+- r, 



cercle concenirique ^ la première , et qu’il se meut sur cette circonférence 
en même temps et avec ta même vitesse que le point m' sur la U(tne qu'il 
décrit. II suit de là qu'on peut remplacer les deux lignes données par deux cir- 
conférences de cercle çoncentriques et décrites simultanément par deux points 
d’un seul ei même rayon. Or, en ce qui concerne ces circonférences, la pre- 
mière relation implique évidemment la seconde, et réciprof|uement. Il en est 
donc de même relativement aux lignes quelconques décrites simultanément par 
les (loints tu, tu'. 

' Supposons que l’on ait 



r 



= p' v". 



et démontrons (pi’il en résulte nécessairement 

/ = /' - 4 - r. 

.Soit une droite D. Imaginons sur cette droite un point n qui s'y meuve eu 
même temps et avec la même vitesse que le point m' sur la ligne qu'il décrit. 
Les iongueurs décrites simuitanément par le point n sur la droite D, et par le 
point m' sur sa trajectoire, sont constamment égales. Imaginons, en outre, 
(|ue la droite D glisse sur elle-même , dans le même sens que le |K>int n , en 
même temps et avec la même vitesse que le point m" sur la ligne qu'il décrit. 
Il y a, dès lors, égalité constante entre deux longueurs quelconques décrites 
simultanément, l’une par le point m'' sur sa trajectoire, l'autre par chacun 
des points de la droite D. Il s’ensuit aussi que les longueurs décrites par le 
point n dans fespace, sont constamment égales à la somme des longueurs 
décrites simultanément par les points m' et m" sur leurs trajectoires respec- 
tives. Eu égard au double mouvement qui l'anime suivant une même direc- 
tion et dans un même sens , le point n se meut avec une vitesse totale exprimée 
par la somme v' -4- r", et par conséquent égale à r. Or, par hypothèse, v est 
précisément la vitesse du point m sur sa trajectoire. La conséquence est donc 
que les longueurs décrites simultanément par les points m «t n sont constam- 
ment égales. 

Lela posé, l étant , pour le point m. une lie ees longueurs, nous savons 
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Ces trois propositions se démontrent sans In moindre didiciillé, 
les premières, en eoiisidérunl deux points assujettis ü rester sur 
un même rayon et à décrire en même temps deux circonférenees 
concentriques; la dernière, en supposant le point ni' mobile sur 
une droite et l'obii^^eant à s’y mouvoir avec In vitesse r', tandis 
que la droite glisse sur elle-même avec la vitesse r". 

5. Les notions qui précèdent renferment en principe toute In 
théorie de la rcctificaliun des courbes. Elles s'appliquent de même 
à In quadrature des aires et à la cubature des solides. Plus géné- 
ralement encore, elles s’étendent a toutes les opérations désignées 
sous le nom d’inlèfirutions. 

I.,orsqu'un point décrit une courbe, on peut concevoir un autre 
point décrivant une droiti- et supposer que, de part et d’autre, les 
vitesses des deux points passent, en meme temps, par les mêmes 
degrés de grandeur. La conséquence est que deux longueurs quel- 
conques, décrites simultanément, l’une sur la courbe, l'autre sur 
la droite, sont toujours égales, et peuvent ainsi se substituer l'une 
à l'autre. C'est sur ce principe élémentaire que se fonde toute la 
théorie de la rectification des courbes. En ce qui concerne les qua- 
dratures et les cubaturcs, de même que toutes les autres opéra- 
tions analogues, il suflit d'un simple artifice pour rendre le même 
principe imméiiiatemcnt applicable. 

Voici quel est cet artilice. 

On prend pour équivalent numérique de chacune des grandeurs 
variables que l'on considère une longueur décrite par un point 
mobile et composée avec l uiiité linéaire comme la grandeur con- 
sidérée se compose avec son unité propre. Cela fait, tout .se réduit 
à comparer entre elles, d'une part , des longueurs décrites simul- 
tanément, il'autre part, les vitesses eorrespomlantes et simulta- 
nées des points décrivants. 

(léjà que l'.iulrcosl, |khii'Ic |>oint », la somme des Iniifineui's déeriies simiil- 
lauémeiit par les iKiinls m' ei m", c'esl-à-ilire l'-t-l". 0a a doue, 

/ = /’-♦- r C. 0- f. I> 

t.a |>ro|x)siiinn réciproque se démontre del.t même manière. 
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Ttuil <|ii'il s'u(;il dc»i luiigueurH siibsliluces cuiiiiiie ajuifulfuliy 
ji U III érif/uen aux grandeurs variables que l'oii eoiisidère el dont 
on éliidic les variations continues simultanées, les vitesses des 
points qui décrivent ces longueurs sont de simples vitesses, nette- 
ment définies et conçues directement sans la moindre difiiculté. 
D'un autre cété, l'on peut dire de ces mêmes vitesses qu'elles sont 
/es vitesses d’accroisHement des grandeurs considérées. En général , 
on les désigne sous le nom de di/féreiilielles et on les exprime, 
suit en faisant précéder de la lettre d, soit en surebargeanl d'un 
point le signe représentatif des grandeurs correspondantes; c’est 
ainsi, par exemple, que si l'on a en vue certaines grandeurs ex- 
primées par les lettres x, y, a, etc., les symboles dx, dy, da, etc., 
ou X , y,à, etc., désignent les vitesses d'accniisseiiieiit de ces gran- 
deurs, ou, ce qui revient au même, les vitesses des points qui dé- 
crivent les longueurs substituées comme éf/uivaleiils numériques 
aux grandeurs x, y, a, etc. 

4. Précisons davantage ces premières données fondamentales. 

Soit X une grandeur «lucleonque continûment variable et x ou 
dx sa dilfércntielle. 

Prenons une droite D et, sur eetlc droite, à partir d'un point 
fixe O, une longueur oui. t 

Par liypotlicsc, la longueur oui est réf/Mi'i«/c«l iiuiiiéi iquede la 
grandeur x, c’est-à-dire qu'elle se compose avec 

/•■/</. 2J. l unité linéaire comme la grandeur x se compose 

O m avec son unité propre. Il en résulte que la longueur 

OUI est comme la grandeur x ineessamment varia- 
ble, et, conséiiucmmenl, que le point iii se trouve assujetti à glis- 
ser continûment sur la droite D. 

Cela posé, la di/férentielle x ou dx est la x itesse du point m sur 
la droite D. 

Sans rien clianger à ec qui précède, on peut substituer à la 
droite D une ligne quelconque, ün dirait alors et plus générale- 
ment : 

La-xliirércntiellc x ou dx est la vitesse du point in sur sa trajec- 
toire. 

Soit y une autre grandeur quelconque dépendant de la pre- 
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inicrc et supposée connue elle inccssainnient variable. Nous pou- 
vons abréger et de même que nous sommes conduit h résumer 
comme il suit la définition précédente ; 

La diffèrenlielle i ou dx est la vitesse du point qui décrit la lon- 
gueur substituée comme équivalent numérique à la grandeur x, 

nous dirons simplement : 

La différentielle y ou dy est la vitesse du point qui décrit la lon- 
gueur substituée comme équivalent numérique à la gramUur y. 

Cette déiinitiou maintenant bien comprise est tout à fait gé- 
nérale. 

La variable x est dite indépendante lorsqu'on en dispose et 
qu’oii la fait croître ou décroître uniformément. En ce cas, la vi- 
tesse X est constante et choisie d'ailleui-s comme on veut. 

La fonction y dépend , par bj polbèse , de 1a variable x. Il s’en- 
suit que la vitesse ÿ dépend de la vitesse x,et qu’en général, elle 
est incessamment variable, alors même que la vitesse x est sup- 
posée constante. 

Partant de là, voici quel est l’objet du calcul différentiel pro- 
prement dit : 

Étant données la variable x et la fonction y, déterminer, pour 
cluujue valeur de la variable x, la relation qui s’établit entre les 
vitesses simultanées correspondantes x , y. 

A cdtc de ce problème vient naturellement se poser le problème 
inverse : 

Étant donnée la relation générale qui subsiste entre les vitesses 
simultanées x, ÿ, déterminer l’un par l’autre les accroissements 
simultanés produits par ces vitesses dans les grandeurs corres- 
pondantes y et X. 

Ce problème inverse peut être considéré comme l’objet du 
calcul intégral réduit à son expression la plus simple. 

Ces préliminaires établis, abordons immédiatement l'exposé des 
règles du calcul diirérciiticl.Cliemin faisant, nous indiquerons, pour 
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les eus les plus simples, cuiumcnt ehacuiie de ces règles impliipie, 
par voie de réciprocité, une règle correspondante du calcul intégral. 

5. Nous savons déjà que , sans changer en rien les expressions 
numériques introduites dans le calcul, on peut appliquer direc- 
Icmcnl aux grandeurs données les résultats obtenus pour des lon- 
gueurs équivalentes cl réciproquement. De là résultent immédia- 
tement les déductions suivantes, où l’on étend à des grandeurs 
quelconques les relations énoncées n°* l et 2, en ce qui concerne 
la description simultanée de plusieurs longueurs et les vitesses 
correspondantes des points décrivants : 

1* c étant une gratuleur constante , lu vitesse ' c est toujours 
nulle et réciproquement. 

2“ y étant une grandeur continûment vuriahle, la vitesse y 
n'est pas nulle en général; elle est positive ou négative, selon 
que la grandeur y croit ou décroit. 

3® Lorsqu'il existe entre deux grandeurs incessamment varia- 
bles, Y et X, un rapport constant a, le même rapport s’établit 
entre les vitesses simultanées x et y. (N° 2, règle i.) 

y — ax donne, en conséquence, ÿ = ax; 

4* lorsqu'il existe entre les vitesses simultanées ÿ, \ un rap- 
port constant a , le même rapport subsiste entre les accroissements 
simultanés des grandeurs correspondantes y et x. Ces accroisse- 
ments s'expriment en faisant précéder de la lettre a les signes 
représentatifs des grandeurs considérées. (N* 2, règle 2.) 

ÿ = ax donne, en conséquence, Ay = uax; 

S* Lorsqu’il existe entre trois grandeurs meessamment varia- 
bles, x,y,z, une relation telle que l'une soit constamment égale 
à la somme ou à la différence des deux autres, la même relation 
subsiste entre les vitesses correspondantes x, y, z. (N® 2 , règle 3.) 

Z = y ± X donne, en conséquence , i = y ± x; 

* Le lecteur ue perdra pas de vue que les mots vitesse et différentielle sont 
ici tout à fait synonymes. 
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(i“ lorsqu'il existe entre les vitesses simiiltauées x,y, z une 
relation telle que. l'une soit cunstuinment égale à lu sonwie ou à 
lu di/J'vrenre des deux autres, la même relation subsiste entre 
les aceroissements simultanés des grandeurs correspondantes 
X , y, Z. (N“ 2 , règle 3.) 

i — y ± X donne, en conséquence, sz = Ay db Ax ; 

7“ Ia!s règles 1 , 3, 5 du présent numéro s'étendent d’elles- 
mémes à un nombre quelconque de variables z, y, x, etc., com- 
binées ou non avec des constantes a, b, c, etc. 

z=u-t-by-t-cx-i-cle. donne, en conséquence, i = by + ex + etc.-, 

8" Les règles 4 et 6 s'étendent de la même manière : 
z — bij ci: + cle. donne, en comséquencc, AZ—bAy cAx -v- ele. 



Théorème fondamental du calcul différentiel. 

(i. Avant de poursuivre cette preiuièrc série d'applications , 
inontrons, en genénd, comment loulc relation élablic entre deux 
gi'iindcurs continûment variables, implique une relation eurres- 
pondanlc entre les dillérenlielles de ecs mêmes grandeurs, et 
réciproquement. 

Soient deux grandeurs quelconques, fonctions l une de 1 autre, 
et variant ensemble d’une manière eonlinue. 

Considérons ces grandeurs lorsqii’après avoir acquis en même 
temps l’une la valeur quelconque x, l’autre la valeur correspon- 
daiilc y, clics s’écartent de ecs valeurs en variant eontinûnieiit 
et simultanément. 

Par liypolbèsc, on a généralement 

(I) .y=Aa’), 

cliaquc valeur de x déterminant pour y une valeur correspon- 
dante, cl réciproquement. 

Soient Put, Q/t deux longueurs prises à partir des points P cl Q 
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sur deux droites parullèles PX, QY, cl substituées, euiiiiuc éiiui- 
valcnls numériques, l’une à la grandeur j:, l'autre à la gran- 
deur y. 

A chaque position do point i» sur la droite PX correspond une 
position déterminée du |)oint ii sur la 
Hg. iî. droite QY. Concevons une droite mo- 

9 J- Y bile assujettie à passer eonstammcnl 

j par les points m et n, tandis que ces 

T -m! X points glissent simultanément l’un sur 

/ PX, l'autre sur QY". On sait que tout 

j déplacement d’une droite dans un 

/ plan commence , en général , par ro- 

■ talion autour d’un certain point dé- 

/ ^ „ signé sous le nom de rentre instan- 

tané de rotation Cela posé, puisque 
chaque position du point m détermine une position correspon- 
daiilc de la droite mu, il en résulte qu’elle détermine en même 
temps la position correspondante du point o, centre instantané 
de rotation de la droite mn. 



Du centre o abaissons sur la droite mn la perpendiculaire oa. 
Par les points in cl n élevons sur les droites PX, QY deux per- 
pendiculaires mp, iiq cl prolongeons-les jusqu’à leur rencontre en 
P et q avec la droite oa. 

A l’origine de son déplacement, la droite »in peut être considérée 
indifféremment soit comme tournant autour du point o avec une 
certaine vitesse angulaire, soit comme tournant avec celle même 
vitesse angulaire autour d'un point quelconque de la droite oa, et 
glissant en meme temps sur ellc-mémc avec la vitesse effective du 
point pris pour centre de rotation. 

Soit o la vitesse angulaire communiquée à la droite mn et cor- 
respondante aux vitesses actuelles et simultanées x, ij des points 
m et n sur les droites PX, QY. Tout se passe à l’origine du dépla-, 
cernent comme si la droite mn tournait autour du centre o avec 



' Voir, aa besoin, les nuuiérosll, li, 15 de la preniiére (Kirtie, ]>agcs 57, 
58 et suivantes. 
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lii viu-ssc a, «U bien que, tournnnt avec eelle iiiénic vitesse autour 
d'un point ({uolconque de la droite oa, elle glissât en même temps 
sur ellc-mèine avec une certaine vitesse convenablement déter- 
minée; mais, quelle que soit celte vitesse de glissement, il’ est 
visible qu'elle n’altère en rien ni les positions, ni, par conséquent, 
les vitesses des points «i cl n sur les droites PX, QY. On peut 
donc en faire complètement abstraction , cl considérer la droite 
mn ronimc tournant avec la vitesse u, soit autour du point p, 
soit autour du point </. 

En prenant le point p pour centre de roUitlon de la droite mo- 
bile mn, il vient immédiatement: 

X = pm. U. 

En prenant le point q, on a de mcinc 
y = qn. U. 

De là résulte 

y ^ ^ 

X pm 

Nous savions déjà que les longueurs pm , qn dépendent exclu- 
sivement de la position du point m sur la droite PX, c'csl-à- 
dirc de la valeur affectée par la grandeur x. Lt dernière équation 
nous iiiontrc que, pour chaque état particulier de cette grandeur, 
le rapport des vitesses correspondantes et simultanées y, x affecte, 
en général, une valeur déterminée et unique. 

Concluons que Von peut attribuer indifféremment à la vitesse x 
une valeur quelconque, constante ou variable. Dans tous les 
cas , le rapport ? reste toujours le même pour une même valeur 
affectée par la qrandeur x, et Von a généralement- 

ÿ = x. /'(x), 

r (x) étant une fonction qui dérive de la fonction donnée et qui 
dépend exclusivement de la variable x. 

La fonction f'{x] prend le nom de fonction dérivée. On rappelle 
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son origine et en luèine tein|)s on la distingue de la fonetion pri- 
milivc f{x), en lui attribuant la même caractérislicpie aifeetée 
d’un indice. 

I>a* quantité /’(x) étant le facteur par lequel il faut multiplier la 
différentielle x ou dx pour obtenir la valeur correspondante de la 
différentielle ÿ ou dy, on la désigne aussi sous le nom de coefficient 
différentiel. 

On voit par ce qui précède que l'ohjet du calcul différentiel 
proprement dit peut être considéré comme se réduisant d lu 
détermination de la dérivée d'une fonction (jnelconr/iie ; à ce point 
de vue, il se résout en ce qu’on appelle le calcul des dérivées ou 
des fonctions dérivées. 

7. Nous venons d'établir que l'équation 



(I) • !/ = f{^) 



implique comme conséquence générale la relation suivante : 

(2) ,y=x/’(x). 

Réciproquement étant donnée l’équation 

(3) y = '^9 (•’f)» 



si l’on désigne par f{x) la fonction qui a pour dérivée f(j), on 
peut en conclure immédiatement : 

(i) ^ IV)- 

En effet, si l’on représente par u lu fonction f{x), on a d'abord 

U = f(x). 



et par suite 



« = X f’(x), 



Mais, par hypothèse, f'{x) est précisément égale à }>(x); on peut 
donc écrire aussi 

Il X f (x). 
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De là réïulle, eu égard ù l’équaliuii (5), 



ÿ = M. 

Les vitesses ÿ, m étant toujours égales pour de nicines valeurs 
uUribuces de part cl d’autre à x et x, il est évidciil que la inèine 
égalité subsiste ncccssairemcnt entre les aeeroissemenls simultanés 
des grandeurs correspondantes if et u. Il vient donc, conformé- 
ment à 1a règle (4) du n° b, 

Aÿ = AK = A / (•*■)• C. Q. F. D. 

On voit |)ar là comment la question générale des intégrations, 
désignées sous le nom de (/uadrutures , se ramène à la considéra- 
tion très-simple de trois longueurs ax, sy, a» décrites simulta- 
nément par trois pojpts mobiles. A chaque position du point qui 
décrit la longueur ax correspond, pour chacun des deux autres 
points, une seule cl même vitesse. La conséquence évidente est que 
les longueurs ày et am décrites en même temps que la longueur 
AX sont constamment égales. 



Du procédé yéiiéral fourni pur ta méthode des limites pour la 
détermination des fonctions dérivées. 

8. Le procédé que nous allons exposer ne nous est pas néces- 
saire; néanmoins nous avons plusieurs motifs pour ne pas le passer 
sous silence. En certains cas, il peut être plus simple ou plus rapide 
que la voie purenicnl géométrique. Déjà connu des géomètres, il 
fait immédiatement ressortir la généralité absolue et l’extension 
sans bornes que comporte notre propre méthode. Il fournit, d'ail- 
leurs, des 1110 ) eus de contrôle et de vérification qui, s’ils ne sont 
point indispensables, ont cependant leurs avantages, ne fût-ce 
qu'à raison des points de vue multiples sous lesquels il convient 
quelquefois de présenter et de résoudre une même question. 

Soit 

!/ = AW. 
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une fonction quelconque supposée continue et dont on se propose 
de determiner la dérivée f (x). 

Considérons les longueurs substituées comme équivalents numé- 
riques à deux accroissements quelconques simultanés i>y, ax. 

Soient y, i, les vitesses simultanées des points qui décrivent 
ces longueurs. 

Si le rapport | demeurait invariable à partir de l’origine des 
aceroissements ay, ax, on aurait, conformément ii la règle (4) 
du n° 5, 

^ — t. • 

ax X 



Le rapport | n’étant pas en général constant, mais variant au 
contraire incessamment dans l'intervalle ax, on peut prendre cet 
intervalle assez petit pour que le rapport y soit toujours croissant 
ou toujours décroissant. On peut d'ailleurs, ainsi que nous l'avons 
vu, attribuer à x une valeur constante. Dans tous les cas, si nous 
représentons par la valeur initiale du rapport ? et par a | le 
changement subi par ce rapport dans l'intervalle ax, on a évi- 
demment 

< .ÿo ÿ 

■ ou 4 -. 

ax > Xo X 



selon que le rapport t croissant ou décroissant dans l'intervalle 
a.T, la quantité a| est positive ou négative. 

On a d’ailleurs en même temps et avec la même évidence 



^y > ÿ, 

— ^ ou — • 

ax <; x» 

De lè résulte en général 



(<) 



ax 



Vo ^ y 

— à-, , 



li, étant une quantité comprise entre zéro et l’unité. 

Cela posé, le rapport? étant, par hypothèse, ineessamment 
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Tnriabic, il s’ensuit que ce rapport varie eontiniiment, et il suffit 
de resserrer indéfiniment l’intervalle &x pour que l’accroissement 
se rapproelie indéfiniment de zéro. 

L’équation (I) prouve que le rapport des aeeroissements Ay, ax 
comporte, en général , un développement composé de deux parties 
essentiellement distinctes : la première est indépendante de l’éten- 
due attribuée à l’intervalle ax; la seconde décroît indéfiniment 
et converge vers zéro avec eel intervalle. Pour obtenir isolément 
la première, il faut supprimer dans le développement tous les 
termes qui dépendent de fiiitervalle ax et qui diminuent avec eet 
intervalle. Or celte première partie est précisément la dérivée 
elierebéé, et, en général, il suflit d'annuler l’intervalle ax pour 
annuler en même temps tous les termes à supprimer. On voit donc 
aisément comment la reclierehe de la dérivée d'une fonction se 
ramène à la formation d’un développement dont on ne conserve 
que les termes indépendants de la quantité ax et dont on fait dis- 
paraître les autres en annulant cette même quantité. 

De là résulte comme expression générale du procédé fourni par 
la méthode des limites pour la recherche des fonctions dérivées, 
l'équation fondamentale établie ci-dessus cl réductible à la forme 
suivante : 

(2) ? = /-'(x) = lim. 

X AX 

En écrivant l'équation sous celte forme, il ne faut point perdre 
de vue que les valeurs simultanées x, x, ÿ sont celles qui corres- 
pondent à l’origine des accroissements ax et Aiy. 

DHermination géomélrique de la limite vers laquelle converge 
le rapport de deux vuriahles qui tendent en même temps vers 
zéro. 

!). Reportons-nous aux données du n" 6 et considérons en par- 
ticulier deux positions de la droite mobile, l’iine mn supposée 
quelconque, l’antre PQ eorrespondante aux deux valeurs simul- 
tanées 

X — O. Il — O. 
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Soit « le point où vont se couper les droites nui, PQ. On n évi- 
(lemnient : 

0* ^ Q« _ y 

Pi Pw X 



Fiy- Nous savons en quoi consiste , 

t>j V pour la position quelconque i/iti, 

1 V l étal de mouvement de la droite 

/ mobile. Cet état se compose d’une 

* rotation et d'un glissement simul- 

/' tanés, la droite tournant autour 

' du point a et glissant en même 

temps sur elle-même. Concevons 
^ . une deuxième droite assujettie à 

coïncider toujours avec la droite 
mobile, mais dépourvue d'ailleurs 
de tout glissement. Soit D ectte 
— r autre droite. Il est visible que le 

point a doit être considéré comme glissant sur la droite 1), tandis 
que la droite D tourne autour du point a, tous devx simulfané- 
ment et continûment. Lu conséquence est que le point a décrit , 
en général, une courbe, et que la tangente ù cette courbe, en 
chaque position du point n, est la position correspondante de la 
droite nui. 



Soit ba la courbe dont il s'agit; c le centre instantané de rota- 
tion qui correspond à la position PQ de la droite mobile; b la 
projection sur PQ du centrée. De même que la courbe ba touclic 
en a la droite mn , de même elle touche en b la droite PQ. 

Imaginons que la droite I) soit ramenée continûment de la po- 
sition mn ."i la position PQ. Les points a et i se déplacent simul- 
tanément, l'uii sur l’arc ab, l’autre sur la droite PQ, et tous deux 
finissent en même temps par se confondre en 6. 11 suit de là que, 
tandis que les deux longueurs Q;i et Pni convergent simultané- 
ment vers zéro , leur rapport converge en même temps vers l,i 
limite 

Soient x„. les vitesses simultanées des points m et n nu sortir 
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(1rs positions P et Q, on a, conformément aux déductions du ii* fi, 



0 ^ _ it. 

P/> jr„ 



De là résulle, en conséquence, 



(I) . . 




Qfc 

n 






Le principe exprimé par l’éqnalion (i) peut s'énoncer de la 
manière suivante : 

Lorsque deux variables convergent simultanément vers zéro , 
leur rapport converge en même temps vers une certaine limite. 

Cette limite est le rapport des valeurs que les différentielles des 
variables considérées affectent respectivement , lorsque ces varia- 
bles s’annulent. 



Cela posé, étant donné la fonction 

y = A-r). 

soient &x et ^g deux accroissements quelconques simultanés des 
variables x et y. Quels que soient ces accroissements, ils satisfont 
toujours et nécessairement à la condition de converger en même 
temps vers zéro. Concluons que la déduction précédente leur est 
constamment applicable et qu'elle a, pouf traduction algébrique, 
l'équation générale 

(2) lim — == ^ i= f'(x). 

\x X 

■ On peut plaix'r les points P et Q sur nne mémo pcrpcmliciilairc aux droites 
PX, QY. Nous n'avons pas snppost* <|u'il en fût ainsi. Néanmoins, il (>st aisi> 
de voir (|ue l'étiuation générale du n“ 6 |>eut, dans tous les cas, s'écrire de la 
manière suivante : 

il _ a^, ^ 0* _ ît 

ar jim a ni ' Ph j'o 
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Celte équation n’étant autre que l’équation finale du numéro 
précédent, il est aise de voir qu'elle implique, en ce qui concerne 
la recherche des fonctions dérivées par la méthode des limites , le 
principe et le mode d’application que nous avons exposés ci- 
(jessus. 



Règle générale de la différentiation d’un produit. 

(lY. B. La démonstration qui suit |ieut être remplacée |>ar celle du ii'’ 58, 
dont elle se déduit immédiatemenl.) 

f 0. Étant donnée la fonction z égale au produit des doux varia- 
bles I, y et déterminée par la relation 



(*)• 



Z = xy, 



Fig. 26. 



on demande l'expression de la différentielle z. 

Soient oA, oB deux droites menées par le 
point O. Sur la droite oB prenons deux lon- 
gueurs om, on, toujours comptées à partir 
du point O et substituées comme équivalents 
numériques, la longueur om à la grandeur x, 
la longueur on à la grandeur y. Sur la droite 
oA prenons oa égal à l'imité. Tirons la droite 
am et par le point n menons la droite nr, de 
manière que l’angle orn soit et demeure con- 
stamment égal à l'angle orna. 

Les grandeurs x, y étant, par hypothèse , 
incessamment variables, il s'ensuit que les 
points m et n glissent simultanément sur la 
droite oB et qu’en conséquence, les droites am, 
nr se trouvent respectivement assujetties , la 
première à tourner autour du point a en pas- 
sant constamment par le point ni, la seconde 
à glisser le long de la droite oU avec le point 
n et à tourner en même temps autour de ce 
)H>int de manière à ce que l’égalité des angles 
variables onia , orn ne cesst* jamais d'avoir 
lieu. 
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En désignant par z la longtieur or, on voit aisément que les 
triangles oam , onr, tou jours semblables, fournissent la relation 
constante 

Z = xy. 

Cela posé, il s’agit de déterminer la vitesse z avec laquelle le 
point r glisse sur la droite oA , tandis que les points m et n glissent 
en même temps sur la droite oB, le premier avec la vitesse quel- 
conque i, le second avec la vitesse également quelconque ÿ. 

Soit mm' une longueur prise à partir du point m , sur la droite 
oB et égale à x. Par les points m' cl m menons deux droites, l’une 
m'm", parallèle à ma, l’autre mm", normale à la première. 

En désignant par w la vitesse angulaire que la vitesse i du 
point m communique à la droite am , dans la rotation de celle 
droite autour du point a, et par C l'angle orna, il vient 

mm" X sin £ 
am am 



Par Iiypollièsc, la droite iir tourne autour du point n avec la 
vitesse a, et, en même temps, elle est entraînée par le point n qui 
glisse sur la droite oB avec la vitesse y. De là résultent pour la 
droite «r deux mouvements sumullanés, mais distincts et suscep- 
tibles délre considérés séparément, l’un de rotation, l’autre de 
translation, tous deux d’ailleurs complètement définis. 

Représentons par z, la vitesse que la rotation de la droite «r 
autour du point n communique au point r sur la droite oA. L’an- 
gle orn étant égal ft l’angle ona et, par conséquent, à C, supposons 
la longueur rr', prise sur oA , égale à z, et par les points r', r 
menons deux droites, l’une r'r", parallèle à rn, l'autre rr", nor- 
male à la première. Le triangle rr'r" semblable au triangle mm'm" 
donne, comme tout à l’heure, 



(3) 



rr" z, sin C 
nr nr 
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La combinaison des ëquations (2) cl (3) fournil pour la valeur 
suivante : 

... »r on 

(*) . • . . Z, = — X = X = MX. 

ani oa 

Représentons par i, la vitesse que la translation de la droite nr 
communique au point r sur la droite oA. Cette translation résul- 
tant de la vitesse y avec laquelle le point n de la droite iir glisse 
sur la droite oB, on a évidemment 



( 5 ). . . 



y Tij. 



Ajoutant les expressions (4) et (5) des deux composantes de la 
vitesse eliereliée z, on trouve immédiatement 

(6) . . . . i = = yx -» xÿ. 

Ce résultat s’étend de lui-méme au produit d’un nombre quel* 
conque de facteurs. On peut l’énoncer comme il suit : 

Im différentielle d’un produit est la somme des différentielles 
qu’on obtient en opérant successivement sur chacun des facteurs 
variables comme s’il variait seul , les autres étant constants. 

Dans le cas particulier de deux facteurs dont le produit est 
constant, on a 

Z *= O , 

et par suite 




Ce résultat peut s’énoncer de la manière suivante : 



Lorsque deux grandeurs continûment variables ont un pro- 
duit consta/it, leur rapport, changé de signe, devient relui de 
l r urs d tff vrenti ell es. 
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Règle générale de la différentiation d’un quotient. 



11. En appliquant les déductions qui précèdent à la relation 



( 1 ) • • 



Z 




on peut écrire iinniédiatcnicnl, comme conséquences des équa- 
tions (1) et (6) du n“ 10, 



( 2 ) 



1 ari — 



zx 



De là résulte la règle générale énoncée comme il suit : 

La différentielle d’un quotient s’olttient en eomtragant du 
produit du dénominateur par la différentielle du numérateur le 
produit du numérateur par la différentielle du dénominateur et 
en divisant le tout par le carré du dénominateur. 

Dans le cas particulier où le numérateur du quotient donné 
est constant, la règle prend cet autre énoncé : 

La différentielle du quotient d’une constante divisée par une 
variable s’obtient en formant le produit du numérateur par la 
différentielle du dénominateur, changeant ce produit de signe et 
le divisant par le carré du dénominateur. 

Les règles établies dans ce numéro et dans celui qui précède 
sont d'un fréquent usage. Il importe de se familiariser avec elles, 
et plus généralement de s’exercer à la différentiation, comme on 
s’exerce au calcid en arithmétique et en algèbre, par des applica- 
tions multipliées. 
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CHAPITRE H. 

DIFFÉRENTIATIüN DKS FONCTIÜiNS KLKMKMTAIHES. 



1* Fondions algébrû/ues. 



\'2. ÊUinl donnée la funclion algébrique 



(•) y = -ï", 

on demande de déterminer la différentielle ÿ. 

Supposons d almrd que re.xposant m soit positif et entier. x“ 
est, en ee cas, le produit de m facteurs tous égaux à x. De là ré- 
sulte immédiatement, d’après la règle générale cx|)oséc n° 10, 

(2) ÿ — oi.x"'~'. X. 

Supposons maintenant (|ue l'exposant m soit positif et fraction- 
naire. En le représentant par on a 



et par suite 



.'/ = 



A’, 



tf = 



üe là résulte, eu vertu de l'équation (â) , 



'/y’ 'ÿ = 

et conséquemment 

y 

y z= — x' . X — HIX”~ . X. 

7 

Supposons, en dernier lieu, que rex|>osant m suit négatif, entier 
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uu l'i'acliuiiiiuii'c. En le désigiiaiU par — a , un a 



1 




De là résulle, d’après la règle du n° 1 1 cl eonrorniéiuciil à réi|ua- 
lion (2) du présent numéro, 

U = — = — iix~”^'x — X. 

" x’" 

Concluons que, quel que soit rcxposanl m , positif uu négatif, 
entier ou fractionnaire, cominensurable ou iueoniinensurablc *, la 
fonction algébrique 

y = 

a consluninienl pour dilTércnticIle 

ÿ = X. 

Ce résultat peut s'énoncer coiuinc il suit, sous forme de règle 
générale: 

La différentielle d'une pu isaance a'ohlient en diminuant l'expo- 
sant d'une unité et en introduisant comme facteurs, d'une part, 
l'exposant primitif, d'autre part , la différentielle de la quantité 
soumise d l'exposant. 

lô. I.e résultat établi ci-dessus conduit directement et par voie 
de réciprocité à la déduction suivante : 

Étant donnée lu relation 

(1) y = cx"‘.-'.x, 

où c est une constante, il suffit d'obserrer que le produit ex"*-', x 

' I.a |>ro|KiMlion clablic |>our une valeur (|ueleoii(iuc rraetioiiiiaiiv de l'cx- 
IHJsaiil m, s’étend d'elle-inéme au cas d’une valeur <|uelcuiu|ue ineoiniiieusu- 
rable. 
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eut la diff'éreiUielle. de lu fonction c — pour en conclure d'une 
tnanière générale, conformément au principe exposé n° 7, 

(2) — à {x"‘). 

III 

On observera que l'équnlion (l) ne peut être considérée comme 
résultant de la dilTércn dation d'une fonction algébrique de la 
forme i/=Ax", qu'autant que l'exposant m alTecle une valeur 
quelconque positive ou négative. Dans le cas parlieulicr et unique 
où l'on supposerait l'exposant ni égal à zéro, la fonction se ré- 
duisant à l'unité et cessant, par conséquent, d'étre variable, il est 
visible qu'elle ne peut correspondre à la différentielle c De là 
vient que la formule (2) est alors en défaut cl que la différentielle 
y = et exige une rcclicrche particulière de la fonction dont clic 
dérive. 



2" Fonctions logurithmigues. 

Première solution. 

14. Le problème )(uc nous avons à résoudre d'après ce qui pré- 
cède et dans l'ordre naturel des déductions, peut s’énoncer comme 
il suit : 

On conçoit une fonction de la variable x, telle que su différen- 
tielle ait pour expression générale c - , c étant une constante. 
Partant de là, il s’agit de déterminer quelle est cette fonction. 

Suit y la fonction eliereliéc. On a, par hypotbèse. 




Considérons en même temps deux valeurs de x, continûment 
croissantes ou décroissantes, et liées entre elles de manière à 
conserver un rapport constant m. 

Les vitesses simultanées des points qui décrivent les longueurs 
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subsliluccs cuiniiic équivalents numériques à ces deu.v valeurs 
eonservenl entre elles le même rapport constant m. (N* 2, règle I.) 
Il en résulte pour la vitesse ÿ deux valeurs simultanées, constam- 
ment égales, puisqu'elles sont exprimées respectivement, la pre- 
mière par 



*/ = c 



X 

"■ 9 

X 



lu seconde par 

mx Je 

mx X 



La conséquence évidente est qu’un seul et même accroissement 
de la fonction y correspond à chacun des intervalles déterminés 
pour la variable x par deux quelconques des termes qui se succè- 
dent immédiatement dans la suite indéfinie 

in~* I lu iu‘‘ iii^ 

Désignons par n cet accroissement et faisons correspondre à la 
valeur x = 1 la valeur ÿ = 0. Si nous rangeons sur deux lignes 
les valeurs de x et de y, en plaçant les unes au-dessus des autres 
celles qui se correspondent respcctivcincnt, il est visible que nous 
aurons les deux suites 

wr’ iir* in~' I m in* iii^ 

— 3n ■ — 2/1 —Il Ou 2/J 3// 

Concluons que la fonction y est un logaritbmc et que l’on a, en 
conséquence, 

(2) !/ = log- 

Dans le cas particulier où la constante c est égale à l’unité, les 
logarithmes correspondants prennent le nom de logarithmes 
népériens On distingue ces logarithmes en leur affectant pour 

' üii les ilcsigiic aussi sous le nom de loyarilhines naturels, ou bien eiicori’ 
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curavU;mlk|Mc la leUre /, ul en déüigiunil leni- base |iar la lellre e. 
De là résulte en général 

(5). // = log X = cJx , 

et consé(|ueniinent 

(t) f = log e. 

On voit ainsi que la constante c est le logarithme de la buse e * 
dans le système exprimé par la caraclérisquc loy. 



Deuxième solution. 

15. Procédons directement en nous appuyant sur le ihéorcme 
fondamental exposé n° 6. 

Soit la fonction logarilhmi(|ne 

(I) y = l‘>« -c- 

U étant une constante qucicoii(|ne, posons 

(“-Î) : = «X, 

il vient en substilnanl 

(5) y log X = log Z — log «. 

Delà résulte, en désignant par loy'x 1a fonction dérivée de 



«le loyarillimcs hyperboliques , bien que celle ileriiière (lénouiiiiullon |iaiaisse 
e;;nlemeiit a|i|>lie:ilile à tous les systèmes. 

Nous monlreruiis plus loin cunitnenl un imi'vieul très-siniplenieiil à la 
relation générale 



e* 



= — 




etc., 



et, par suite, à la valeur 

e = i i -V- i -H etc. = 2,71828l8iH«li>0 



H 
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lotjx, en appliquant le Ihcorèiuc fondamciUal du n° ti, et en 
ayant égard à l'équation (2) : 

(4) . . . y == X log' X = i log' ; = «jr log' z = ai log' nx. 

L’équation (4) donne, en généind, 

(5) U log' ux = log' X, 

et, pour X = I, 

(6) . . . O log' a = log' 1 — constante = c. 

Le noinbre a étant quelconque, nous pouvons le remplacer par 
X et écrire, comme conséquence de l’équation (6), 

(7) log'x == -• 

X 

11 suit de là qu’étant donnée la fonction logarithmique 

(8) y = log -c, 

on a, pour expression générale de la différentielle »/, 

X 

U = c — • 

X 

10. La considération des logarithmes conduit trcs-simplcment 
à la différentielle de la fonction x" *; soit, en effet, 

( 1 ) V = 

• Ollc cousidéralion comluil non moins sinipletneiil à b diirérenliclle d'an 
|ii'uduil ou d'un c|uiilienl; soit , par exemple, 

(I) Z = x.y. 

On en déduit 

(i) Iz = tx -i- ly , 

et pur suite 

. Z X y 

Z X y 

De là résulte, en multipliant, membre à membre, la première cl la dernière 
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De la résulte, en prenant les lügarillinies néjiériens des deux 
inciubrcs, 

hj = tnlx. 

et par suite 

- =//(-• 

.'/ -i- 

Il vient dune iinmédiateinent 



Si les variables x, y étaient toutes deux négatives, ou ijuc la 
variable X le fut seule, on |>ourrait elianger leur signe sans altérer 
en rien I équation (I). Le résultat obtenu est donc tout à fait 
général, bien qu établi dans l'hypothèse où x et y seraient tous 
deux positifs. 



3° Fonctions exponentielles. 



17. Soit la fonction exponentielle 



(I) 



En prenant les logarithmes népériens des deux nicnibrcs de 
l’équation (I), on a 

(2) /y == X. lu. 

De là résulte, eonforméinent a ce qui précède. 




y 



Je CCS trois é(|uations, 

s = ijx ■¥■ x!j 

On voit ainsi comment il sullit de recoui ir au tlicoix-me fondamental du 
a- Ci, iwur en déduire, en (|uel(iucs lignes, toutes les diflereutiellcs obtenues 
successivement dans ce <iui précède. 



Digitized by Google 




{ 110 ) 



11 vic.iildüiic, cil génciul, 

(4.) y — yx la — u\xlti, 

cl, pour le cas parliculici’ où la base a serait égale au iitmibre e, 
base ilu syslcme des logaritliincs népériens : 

( 55 ) ÿ c’.x \ 

18. Les résultats ublenus pour les différentielles des loga- 
rillimcs et des exponentielles eoiiduiscnl, direelciuent et par voie 
de réciprocité, aux déductions suivantes : 

I” Étant donnée la relation 



X 




où (■ est une eonslanle, il suflit d'observer ipic l’expression e ^ est 
' la différentielle de la fonction c Ix, pour en eonelure d’une nianicrc 
générale : 

Aiy = ci/x. 



■ La foiieliuii e* Olaiil su|)iKi.sée dc\elo|>pal)le eu sérié eoiivergenle, oii ik'UI 
écrire 

(!» = I A,x -H A,x’ -+- A,r' + etc. 

De Ui résulte, en dilTéreiiciaiil et supprimant le facteur x, 

e* = A, + iXfX -t- ôAj.r* -t- lA,.!^ etc. 

Les (leux valeurs, ainsi liouvées iK>iir t'*, donnent l'identilé 
I -f- A,.r -t- Aj.r’ + A-r‘+ etc. = A, -4- iArT ■+■ ôA^r’-t- tA,x" + etc. 



On déduit de là 



A, = I, A, 



J I 1 _ 

T .'2 ’ •'= “ r.'3.3 ’ ~ l, 2 .ô.l 



et par suite 



X* .x' 

c* = 1 X -4- r-T H- r-r: etc. 

1.2 1 . 2.0 
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2“ Étant donnée In rolalion 

ÿ = rn'.r, 

où r cl n sont des constantes, il sullil d’observer que le prodiiil 
Cttx.x est la différentielle de la foiietion ^ a’ pour en conclure, 
eoinmo tout ù l'iieure, 

e 

MJ = •— à(l'. 

la 

4" Fondions cirrulnires , diredi>s et inverses. 

19. Les fonctions élémentaires qui nous restent à considérer 
sont les fonelions circulaires directes cl inverses. Commençons 
par les fonctions directes, et soit, d’abord , 

(1) y = sin.x. 

Sur la circonférence d un cercle ayant runilé pour rayon, el .son 
centre en o, prenons l'arc am=x. Menons 
les rayons oa, om. Par le point ni abais- 
sons sur oa la perpendiculaire mp = sin. x> 
et lirons la tangente mt. 

L’arc X engendré par le point m, étant 
supposé crois.sant, prenons int pour repré- 
senter, en direction , sens et grandeur, la 
vitesse totale x qui anime le point m au 
sortir de sa position actuelle. 

Si du point t nous abaissons sur le pro- 
longement de pni la perpendiculaire (b, mb sera la composante de 
la vitesse x dirigée suivant ce prolongement. Or, cette composante 
n’est autre chose que la vites.se i) : il vient donc 

y = 

et, comme on a déjà 

r =r int, 



Fig. 37. 
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il en résulte imniédinlemeiU 
mh . 

1/ = — X == X. eos X. 
ml 



20. Soit, en second lieu, 



(I) y = eos r. 

Sans rien changera ce qui précède, on &po = cosx, et l’on voit 
que, dans le triangle mbt, le côté ht représente en direction, sens 
et grandeur la composante de la vitesse x parallèle au rayon oa. Il 
s’ensuit que cette composante est la vitesse du point p sur ce même 
rayon , c'est-à-dire ÿ. Observant que la vitesse ÿ est négative, puis- 
que le cosinus y diminue tandis que l'arc x augmente, il vient 



y = — bt, 



on a d'ailleurs comme ci-dessus, 



De là résulte 



ÿ 



X = wi(. 



ht 

— i = — i sin X. 
mt 



2 1 . Soit , CD troisième lieu , 



(!)■ 



y = Ig. a-. 



l uj. 28 . 




Prolongeons le rayon om jusqu’à sa ren- 
contre en n avec la perpendiculaire éle- 
vée en a sur le rayon oa; an et on sont 
respectivement la tangenteet la sécante de 
l’arc X. Lorsque cet arc augmente par le 
déjdaecmcnt continu du point m sur la 
circonférence ont, le point n glisse le long 
de ah, de n vers h ; soit nh In vitesse actuelle 
qui correspond à ce glissement. Cette vi- 
tesse est évidemment la vitesse »/ qu’il 
s’agit de déterminer. Elle se décompose 
en deux vitesses simidlanées, «e, //e, 
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l’une perpendiculaire au rayon prolongé on, l’autre dirigée sui- 
vant ce même rayon. 

La composante ne étant la vitesse communiquée au point n du 
rayon on par la rotation de ce rayon autour du centre o, cti, 
relie qui anime simultanément le point m dans cette même rota- 
tion, on a, 



X = 



ne ■ 
on ' 



mais déjà, cl en même temps, l'on a 

ÿ = nli. 



Il vient donc 

( 2 ) . . . . 

S'il s'agissait de la fonction, 

(3) !/ = l’ot. ar. 



nh X 

y = x.on. — = — • 

ne eos ’x 



On aurait, soit en opérant de même et observant qu'en ce eos, 
la vitesse y est négative, soit en remplaçant x par j — xdans les 
résultats qui précèdent : 



y = — 



22. Soit, en dernier lieu , 

(1) y = sec. X. 

En se reportant au n° 21, on voit immédiatement que la vitesse 
du point n sur le rayon on est représentée en direction, sens et 
grandeur par eh. On a donc 

ÿ = eh. 

On a d'ailleurs, comme précédemment, 



ne 

X = — • 

on 



■ On ne perdra pas de vue <pie, par hypothèse, le rayon de l’arc x est égal 
à riniilè. 
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Il vient (loue 

.. fil . 

■ y = x.nn. — = .r sec x. tg x, 
ue 

S'il s'figissait de in fonction 

(ô) y ~ eoseo jr. 

On mirait, soit en opérant de inènic et observant qn'en ee cas, 
la vitesse i/esi négative, soit en reinplaeanl x par^ — x dans les 
résultats qui précèdent, 



(4) y — — cosee x. cot .t. 

2IÎ. En résumé : 

y = sin X donne »/ — x cos x , 

y = ros ,r ÿ = — f sin x, 

X 

2/ = i" y = r ’ 

eos X 

X 

y == rot X ÿ — 7- » 

sin *x 

y = sec X .V = X. tg X sec x , 

y = cosec X .V = — ^ cosec x. cot x. 

Réciproquement, et eonformément aux règles des n“* 5 et 7, 

ÿ = X cos X donne Ay = A sin x , 

îÿ = — X sin X Ay = A eos x , 

,V= — ^ Aÿ = AtgX, 

eos X 

X 

1/ = — — Ay = A cot X, 

sin X 

y = X sec X Ig X Ay = A sec x, 

ÿ = — X cosec X. col X Ay = A cosee x. 



24. Considérons actuellement les fonctions circulaires inverses, 
et soit , d'al)ord , 

(I) y — sin X. 
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De IA résulte 



{ ^2^ ) 



rt par siii(r 
Il vient donc : 



X = si 11 jy, 



X = »/ cos y = jÿ 1/ 1 — X*. 



( 2 ) 



ÿ 



X 



i — x’ 



Si l’on voulait opérer directement, il suffirait de se reporter 
au n‘ 19. On observerait que, dans le cas dont il s’agit ici, on a, 
d’une part, 

.V = 



et, d’autre part, 



.T = tnh. 



De la résulte immédiatement 

. . nit X X 

^ mh po ~ I/Tirp' 

2ü. Les procédés du n" 24 s’appliquent, de la même façon , aux 
autres fonctions circulaires, inverses des premières. Bornons-nous 
à résumer les résultats dans les tableaux suivants : 



y = are sin x 


donne 


!/ = 


X 


y =s are cos x 




V = 


X 




4/1 — X* 


y = are tg X 






X 




1 +x*’ 


y = are eot x 




ÿ = 


X 




1 -+-X* ’ 


y = are see x 




.»/ = 


X 




X |/ x’ — 1 


y = are cosit x 




ÿ = 


X 

X f/x* — 1 
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Réciproquement, et conformément nu\ règles des n" 8 cl 7, 
w = donne aw = a arc sin x. 

X 

y = — — Aü = A arc cos x, 

y'i-x* 

• */= . — i ay=iarclgx, 

I X 

X 

f/ = — IV = A arc cot X, 

1h-x‘ ’ 

X 

y s=: - ly = ^ arc sec x , 

xl/x* — 1 

i 

1 / — ay = A arc coscc x. 

X l/ x’ — 1 



CHAPITRE III. 

EXTENSION GÉNÉRALE DES RÈGLES ÉTABLIES POl'R LA DIFFÉREN- 
TIATION DES FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES. 

Di/férentielles des fonctions de fonction. 

26. Soit une fonction quelconque 

y = f[x)- 

De là résulte, en général, 

ÿ = f'(x). X. 

La fonction /’ (x) est complètement déterminée par cela seul 
qu’elle exprime, pour une fonction donnée, y = /"(x), le rapport 
des vitesses eorrespondantes cl simnllanées ÿ, x. Elle prend, par 
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rnpport & la fonction dont elle dérive ainsi, le nom de fonction 
dérivée. On rappelle son origine et en même temps on la dis- 
tingue delà fonction primitive, en lui attribuant la même carac- 
téristique affectée d’un accent. 

Cela posé, soit y une fonction de x déterminée parles équations 
simultanées 

tj = F(«), 1/ = v(x). 

De la résulte 

(1) y = F[?{x)], 

et il s'agit d'établir la relation existant entre les vitesses simulta- 
nées ÿ, X. On a directement, 

ÿ = F'(«) û, H = y'(x). X, 

et , par suite, 

(2) ÿ = F'(u). f{x) X. 

Ce résultat peut s'exprimer généralement comme il suit : 

La différentielle d’une fonction de fonction s'obtient en prenant 
la dérivée de la fonction principale par rapport à la fonction 
secondaire considérée comme simple variable, et en multipliant 
cette dérivée par la différentielle de la fonction secondaire. 

La règle que nous venons de formuler s’étend d’elle-mémc au 
cas où la fonction dite secondaire serait une fonction de fonction, 
et, ainsi de suite indéfiniment. 



Différentiation des fonctions eompo.sées '. 

SB. — Au lieu de procéiler comme il suit , il est plus simple de passer les 
n“* 27, 2K, et d'intercaler, à leur place, le n" 5H. 



27. Soit Z une fonction composée ou complexe, dépendant ù la 



' I5i l'on vent aJm'-zcr et s’en tenir exclu «i veinent aux ressources oITerles 



Digitized by Google 




( 124 ) 

fois de deux variables r, y, et représentée par 

(1) = = y). 

On demande de déterminer la différentielle z pour le cas généi al 
où les deux grandeurs x, y varient simultanément. 

Désignons par A la surface que l'équation (1) détermine par 
l'apporl à trois axes coordonnés 0.\ , OY, 07,. 

Soit, 

C une ligne tracée sur la surface A et prise pour généralriee de 
cette surface; 

NI un point mobile assujetti à glisser sur la ligne C pendant la 
génération de la surface A ; 

Il la vitesse attribuée au point ni sur la ligne C. 

Dans le déplacement continu de la ligne C,dcux cas sont possi- 
bles, selon que cette ligne change de position sans cbanger de 
forme, ou qu’elle ebange en même temps de forme et de posi- 
tion. 

Supposons d’abord la ligne C de forme invariable. 

En cc cas, on peut toujours et, à chaque instant, considérer le 
mouvement de la ligne C comme se composant de deux mouve- 
ments simultanés et distincts , l’un de rotation autour du point »i , 
l’autre de translation '. Soit r la vitesse actuelle du point »i sur 



par la géoniéiric plane, on peut, avec avantage, remplacer le n» 27 par le 
11- 38. 

’ Soit fl le |K)int de la ligne C (pii coïncide avec le point m à T instant que 
Von considère , et Di la louchaïue en ce point. Représentons-nous les rayons 
vecteurs allant du [loint /a aux^utres (wints de la ligne C. Lors(|ue la ligne C 
change de |>ositiou sans cliangcr de forme, ces layons forment, avec la ligne 
et la droite D|, un système invariable. Lors<|ue la ligne C change de forme en 
même temps (|ue de position, on [H'iit dire de la droite 1) ce (|ue nous avons 
dit plus haut de la ligne à savoir, que la droite D| <^t animée de deux mou- 
vements simultanés, l'un de rotation autour du point fi, l'autre de translation. 
S'agit-il cn.suile de la ligne C? Pour tenir compte à la fois des deux change- 
menls qu'elle subit (i partir de tinstant considéré, il siillil d'ailribuer à cha- 
cun (le< ravons vecteurs allant du point N aux antres [Kiints île la ligne C, 
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la^urfuce A. Celle vitesse ne peut éviiieiumeiil dépendre en tiueiiiie 
façon de la rotation de la ligne C autour du point m. Il s'eiisiiit 
donc qu’elle résulte exclusivement de la translation mentionnée 
ei-dessus et du glissement du point m sur la ligne C. 

Supposons, en second lieu, que la ligne C change de forme en 
même temps qu'elle change de position. 

D étant la directrice du point m sur la ligne C , il suffît de sub- 
stituer à la ligne C la droite D pour que les mêmes déductions 
soient litléraleinenl apj)licablcs et subsistent ainsi généralement. 

Désignons par /u le point de la ligne C qui coïncide avec le 
point m à l'instant que l’on considère. Les composantes de la vi- 
tesse V sont dirigées respectivement, l’une suivant la tangente à 
lu trajectoire du point n, l’autre suivant la tangente à la ligne C. 
Soit P le plan déterminé par ces deux tangentes, et T la droite sui- 
vant laquelle est dirigée lu vitesse v. Il est visible que la droite T 
est nécessairement située dans le i>lan P. On voit d'ailleurs que, 
suivant la valeur attribuée à la vitesse u du point m sur la ligne C, 
la droite T peut prendre dans le plan P toutes les directions ima- 
ginables. De là résulte évidemment la conclusion suivante : 

Leu lange nies à loutes les lignes tracées sur la surface h el pas- 



I • l'éUtl (le mouvcineiil de la droite D| ; 5" un certain (tlissenient sur lui-mC‘ine ' ; 
3° une rotation iiarticulièrc! autour du point M- 

tiela posé , il est visible que la vitesse du i>oiul m , au sortir du lieu , n'est 
iinxlilice ni en grandeur ni en direction par le cliangcinenl de forme de la 
ligne C. Cette vitesse est la roèine (jue si , n partir de rinslant considéré, la 
ligne C iiersistail dans la forme (|u'elle alfeetc à ce nu’ine instant. Elle est 
la même (|ue si le point m sortait du lieu p en glissant sur la droite U| avec le 
degré de rapidité qu'on lui attribue sur la ligne C. Ces simples remar(|ues |>cr- 
meiient de considérer le cas oit la ligne C change en même temps de forme cl 
de position, comme immédiatement réductible à celui oii cette ligne change 
de iKisitioii sans changer de forme. 

' Ce glissement correspond, pour rliaquc rayon recleur, au changement de gran- 
deur qu'il peut avoir à subir, comme conséquence du changement de forme de la 
ligne C. On ne perdra pas de S'ue qne l'état de mouvement de la droite D| sc compose 
d'une rotation autour du |iuint p et d'une translation qui n'est autre que la vitesse 
mtutllt de ce point rmdue commune à tous les autres. 
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saul pur le point ni sont situées , en yénérul, dans un seul et même 
plan 

Sans rien changer à ce qui iirécctlc, soient j-, y, z les coordon- 
nées du point «I. Les composantes de la vitesse e parallèles aux 
axes OX, OY, OZ, sont respectivement x, tj, z. Considérons les 
deux scetionss, s' faites en m iiarallclcmeiU aux plans des zx et 
des xy. D, D' étant les droites qui touchent en m les sections s, s' , 
nous savons que le plan de ces droites contient la direction de lu 
vitesse e, et qu’en conséquence, cette vitesse est décomposahic en 
deux autres « , ft' respectivement dirigées, Tune suivant la droite D, 
l’autre suivant la droite D'. Si nous désignons par i, la valeur 
déduite de l’équation (1) en opérant sur : dans riiypothèsc y = 
constante, il est visible que la vitesse a se décompose en deux 
autres, l’iinc x, l’autre z^. Si nous désignons de même par i, la 
valeur déduite de l’équation (1) en opérant sur s dans l'hypothèse 
a; = constante, il est visible que la vitesse u se décompose en 
deux autres l’une y, l’autre i,. Concluons que la composante de 
la vitesse v parallèle h oz peut être exj)rimée indifTéremment soit 
par z, soit par la somme algébrique des deux vitesses simultanées 
i, et i,. De là résulte immédiatement 

(-2). . . . z = z, + z, ^ X f.' {X, y) + y /,' (x, y) 

L’équation (1), impliquant comme conséquence l’équation (2), il 
en résulte, pour les fonctions composées ou complexes, une règle 

' La déiuuiihlraliuu suppose y a coulinuitè autour du |H>iul ft. Lite 
sup|)usc, eu outre, que, dans la géiiératiou de la surface A |»ar la ligue C, le 
poiut M est auimé d'une certaine vitesse, difTércnte de zéro et non dirigée sui- 
vant la génératrice. Un voit aisément >|uc ces conditions subsistent en géuénd , 
et (|u'ellcs ne peuvent cesser d'être remplies (ju’en certains iioluts singuliers 
de la surface A. 

■ Dans le^ expressious de la furme 

[r {Xf y)f Zfy {x , y), 

l'iudii'c inferieui' exprime celle des variables ù la<|uelle l'opération elTectuée se 
rap|iorte, les aulres variables étant considérées comme constantes. 
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güiiéralc qui sc cuoibiiie avec les prccédeiUcs cl comprend ainsi 
tous les cas possibles d’application. Cette règle peut s’énoncer 
comme il suit : 

La différenlielle d'vne fonction composée ou complexe est lu 
somme des dijférenlielles t/ii’on obtient en distinguant dans la 
fonction ses éléments variables, et en opérant successivement 
pour cha(fue élément distinct, comme s’il était seul variable, 
tandis que tous les autres sont supposés cons(ants 

‘ Le |>roccdé fourui par lu luélliüdu des liniiles couduit direeleiueut et trés- 
sitnplenieiit à ce résultat. 

Oliservoiis d'alxird (]uc la limite du produit de plusieurs tacleurs est égale 
au priKluil des limites i-es|«‘etives de ces mêmes facteurs. 

Cela i>osé, soit la relation générale 

( 1 ) = = f(x, y). 

Par hvpotlièse les grandeurs x, y varient en même temps et avec couti- 
uuité. De là résulte entre ces grandeurs une relation (|ui peut être détermi- 
née ou arbitraire, mais qui, dans tons les cas, |ieut s'ex|)rimcr de la manière 
suivante : 

(2) y = f'Cj). 

L'équation (1) devient, eu égaitl à l'équation (2), 

(•■ 5 ) z = f{x, f(x) = ¥{x), 

et l'on en déduit, eouromiément à la formule (2) du n° H, 

i .. f{x^^àx,y-^ày)—f{x+^x,y)-^-f(x+^x,y)—f{x,y) 

X ^x àx 

De là résulte, en premier lieu, 

3 Rx+kx,y-^^y)-f[x-hàx,y) 41 / Rx+&x,y)—l\v,y) 

— = hm 1 - lim , 

X &y &X aX. 

en second lieu, 

JJ 

et, par suite, 

(i) ..... . : = ÿ f,'(x,y) -i- X. fj{,x,y). 

Veut -on déduire de l'équation (t) la propriété caractéristique du plan 
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JluiiU'uns i>ai' un exemple eomiiiciil lu rcjjle qui vient d être 
formulcc sc combine avec celle du ii** 26 , cl ramène ainsi toutes 
les operations du calcul différentiel à la différentiation des fonc- 
tions élémentaires. 

Soit 

y — x’ sin Ix , 

l étant la caractéri$li(pic du système des logarillinies népériens. 

Si nous posons 

y = x’ sin U, 

langent? Il suffit de se reporter à la surface représentée )Kir réi|ualiun (I) 
dans un système quelconque d’axes coordonnés, et de considérer, i>our un 
niéine |Kiinl quelcom|ue m de celte surfact; , les trois tangentes situées res- 
(leclivement, la première dans un plan |>arallèlc aux zx, la deuxième dans 
un plan |iarallèlc aux ://, la troisième dans un plan quclcon(|ue intermé- 
diaire. 

Trans|H>rtons l'origine au |>oinl m et, sur la dernière des trois langeides 
mentionnées tout a l'Iieurc, prenons un point n, dont les coordonnées soient 
resi>ectivemenl J = 3, y = <j, a: = a;. A l’altscisse a; correspond |>our la pre- 
mière tangente une ordonnée z, déterminée |>ar la relation 

V» — — X f't ( a^ , y ) , 



à l'altscisse y corres|>ond de même |K>ur la deuxième tangente une or- 
donnée ây déterminée par la relation 

= ÿ/i (-ï", y)- 

(k’Ia iKJsé, il est aisé de voir que 1a reiation générale 
Z = Zt Z, 

résultant de l’équation (l), implique comme consé<iuence immédiate la dé- 
duction suivante 

Les trois tangentes considérées sont dans un seul et même plan. On voit 
d’ailleurs <|u’eu disjiosant du rapport 9, on |M;ut cliangcr comme on veut la 
IKjsition du plan itUermédiaire dans le<(uel est située la troisième tangente. 
De là donc lésulte aussi cet énoncé génerol : 

Le plan tanyent en un point d’une surface contient, en yenctnl, les tan- 
gentes (I toutes les courbes tracées sur la surface et juissant /mr ce point. 
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nous eu ücHluiruiis li'uiic luuuicrc gciiéiule 

y — - jizx'~' sin « + i.x‘.(x. sin «. + iix‘ cos u. 

l)c là rcsullc, 011 remplaçant z par x, cl « par Ix, 
y = i (x* siu Ix -t- 3f Ix. sin Ix -t- jf~' cos Ix). 

38. Soit une surface A; O un point de celle surface; OX, OY, 
OZ, trois droites menées par le point O et 
non situées dans un même plan ; OL nue 
droite quelconque tracée par le point O 
dans le plan XOY. 

Prenons les droites OX, OY, OZ pour 
axes coordonnés, et, considérant les sec- 
tions faites dons la surface A par les plans 
ZOX, ZOY, ZOL, désignons-les respective- 
ment la 1” par Z,, la 2"' par Z„ la der- 
nière par Z,. 

Soient i»„ m,, m, trois points qui partent en même leftips du 
point O et qui décrivent simultanément, le 1" lu section Z,, le 
2“' la section Z,, le S"' la section Z,. 

Le mouvement de ces trois points pouvant être quelconque, 
supposons -le réglé de manière que les points )/i„ »«/, mi, aient 
toujours même projection, les deux premiers sur l'axe des x, les 
deux derniers sur l’axe des y. 

Concevons trois droites mobiles T„ T„ Tj assujetties à rester pa- 
rallèles au plan ZOX et à loucher la surface A, la droite T, en m,, 
In droite T, en w,, la droite ï, en ni,. 

X, y étant les coordonnées du point w, dans le plan XOY, et 
X l’angle que la droite T, fait avec l'axe des x, on a généralement 





Digitized by Google 




( 130 ) 

a = à, -t a, = i- f,(x, y) -+- if f, {x, y) 

Appliqucc au point 0 , l'equalion (2) exprime la propriété sui- 
vante : 

A l’origine commtnie du déplucemeiit simulluné des trois poitils 
m,, ni,, m,, la vitesse angulaire de la tangente T, est lu somme 
des vitesses angulaires des tangentes T, et T,. 



licsumé des résultats précédents. 

2'J. Les notions qui preeedent suflisenl pour que, dans le cas 
d'une fonction quelconque simple ou composée', 

F (X, y, Z, ....) == V = o, 

on puisse déterminer la relation correspondante. 

iVj yV, + iV', ete. = o. 

Elles suflisent également pour que, étant donnée la relation 

(•) •* .7 = * 

on puisse en déduire 1a relation réciproque 

(2) ^y=sf(x), 

' Soit e la vitesse actuelle du |K>iul mi sur sa trajectuire ; 

X, ÿ, les comiMisanles de la vilessc v dans le [ilan XOV; 

jj. le point de la surface A qui coïncide avec le point m,, à l'instant 
que l'on considère ; 

.Si , .S, les sections que déterminent, dans la surface A , deux plans 
menés par le point l'un parallèlement aux sx , l'autre |>aral- 
lèlemciit aux zy. 

Cela posé, voici quelle est la signilication précise et générale des sym- 
boles âi, à). V 

à, est la valeur alfectée fiar à claii.s rhypothèse où le point m, sortirait du 
lieu (O suivant la section .S,, la vitesse x n'étant pas changée. 

àf est la valeur a/fectée |>ar à dans Chypolhése où le point ni| sortirait du 
lieu fi suivant la section S,, la vitesse y n'étant pas changée. 
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touU-s les lois que l’inspeelion de la dérivée p (ji) |)eriiiel de recoii- 
naitrcla fonction primitive correspondante / (x). 

Pour compléter cette dernière solution, nous allons montrer 
comment on peut, dans tous les cas, déduire de l'équation (1), 
sinon l'équation (â), du moins une représentation géométrique 
équivalente. 

f (x) étant, par hypothèse, une fonction de la variable x entiè- 
rement connue, imaginons qu'elle représente rordounéc : d'une 
courbe rapportée à des axes coordonnés rectangulaires cl u)ant 
pour équation 

= = -f (x). 



Soit BE celle courbe; si l'on désigne par j l’aire comprise entre 

la courbe BH, l'axe des x et deux 
ordonnées, l’iinc fixe, raulre mo- 
*bile, on a généralement ^ 



Fif/. 30. 



<T = x: 



-r-'rW- 



De là résulte en vertu de.l'équa- 
-X tion(l) 



' Soit oatn un triangle limilé par doux droites lixes oa, am cl par une 
droite om, mobile autour du point o. (Voir la Og. 31, page suivante.) 

U éiaui lu surlacc du triangle oam, h lu perpendiculaire aiiaissée du iwiiil 
O sur la base am, et x cette base, on a généralement. 




De là résulté, confonnément à la règle 3 du numéro 5, 



i; = 



kt: 

T 



Hepréscutons par mm' la vitesse x dn point m et achevons le triangle 
mni'm", dont les càtés mm", ni'm" sont respectivement dirigés, l'un perj)cn- 
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et, consvquciniuunl , 

ày — A<T. 

Mais d'un aulrc côte, si les valeurs cxlrcmes altribuées à la va- 
riable sont JC, x' et qu’on prenne op=JC, op—x', on a, en dési- 
gnant par mp, mp’ les ordonnées correspondantes, 

= pinm’p'. 



Il vient donc aussi comme équivalent géométrique de l’équa- 
tion (2) 

ay = aire {pmm'p'). 



üiculairetneiit, l'autre parallèlenicnl à la droite otn. Si noos lirons les droites 
om', om", il est %isil)le que les triangles omm', omm'' sont équivalents, puis- 
qu'ils ont même base om, et leurs som- 
^'9'- mets m', m" situes sur une même 

droite parallèle à cette base. De là ré- 
sulte en premier lieu la conséquence 
m-' suivante : 

La viletse ü ayant pour expression 
numérique le produit , on peut la 
représenter indifféremment par f aire 
fie run ou r autre des triangles oiiiin', 
omm". 

Prenons |K)ur expression de la vitesse 
C l'aire du triangle omm" et oivservons 
<|ue, dans ce triangle, la base mm" est 
la vitesse de circulation communi(|uée 
au point m par la rotation de la droite 
om autour du point o. 

Soit oOh un second triangle limité comme le premier, avec celle seule 
différence i|ue la droite am est l'emplacéc par la droite bn : nn” étant la vi- 
tesse de circulation communiquée au point n par la rotation de la droite om 
autour du point o, il est clair que la vitesse d'accioissemenl de l'aire obn est 
représentée par le triangle onn", en meme temps et de la même manière (juc 
la vitesse Ù est représentée par l'aire omm". 

Concluons qu'en désignant i>ar a l'aire du quadrilatère amnb, on a, |K>ur 
expression de la vitesse à, l'aire du lra|ièze mm"n"n. 

Ce résultat est indépendant des directions suivies par les points m et n à 
l'origine de leur déplacement simultané. Il s'étend de lui-méme au cas oii 
les droites am, bn seraient remplacées |Kir des courbes quelcon(|iies situées 
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CHAPITRE IV. 

DIFFÉRENTIELLES DES ORDRES SUPÉRIEURS. 



Fig. 3i. 



r>o. .Soit 

(*) 

une fonction qiiclconqiio de In variable x. Nous savons qu’m de- 
dans un même plan et pa.s.sant , l'une par le point m , l'autre |>ar le pcaiit ». 
Il est donc tout à fait général , et l'on peut, en conséquence , le formuler comme 
il suit : 

La différentieUe de taire engendrée par un segment de droite mobile 
dans un plan est égale au produit de ce segment par la vitesse de circula- 
tion de son point milieu. 

Cet énoncé général comprend le cas particulier oü la droite mobile se meut 
par translation. On peut d'ailleurs prendre ce cas é part et le traiter directement. 

Soit Z une ordonnée mobile dans un plan et limitée par deux droites fixes 
ab, cd. L'ordonnée z, représentée par mp, se 
meut en restant perpendiculaire à la droite cd. 
Elle engendre ainsi l'aire trapézoïdale ampe. Soit 
^ a cette aire et li une droite menée par le point m 
parallèlement à cd. 

L'ordonnée : croit ou décroît selon qu'elle se 
J meut de gauche à droite , ou de droite à gauche 
au sortir du lieu quelconque mp. Dans le premier 
cas, la vitesse à ne peut être inférieure h x.z : elle est donc égale ou supé- 
rieure à ce produit. Supposons la représentée par (s x ; il en résulte 
évidemment que, dans le second cas, elle est exprimée en grandeur |>ar 
[Z — If) X. Cela posé, imaginons qu’après avoir fait croître l'aire a d'une quan- 
tité quelconque Air, on la fasse décroître de cette même quantité, l'ordonnée 
Z et la vitesse x repassant en sens inverse par les mêmes valeurs. L’hgpothèse 
admise implique cette conséquence absurde que les longueurs engendrées 
simultanément |iar deux points, re$|iectivement animés, l'un d'une vitesse 
plus grande (s-i-if) x, l'autre d'une vitesse moins grande (s — y) x, sont 
égales entre elles. Concluons qu'on a nécessairement if = o, et par suite, 

ir =; zx. 

L’extension que celte farmule comporte est d'ailleurs évidente. 
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signant par >j , i les différentielles correspondantes, on n gënëra- 
lenienl 

(2) ,ÿ = JT- 

Considérées en cllcs-mémcs, les grandeurs ÿ, i ne diffèrent en 
rien des grandeurs ordinaires susceptibles d’ëtrc soumises au 
calcul. On peut donc leur appliquer toutes les déductions qui pré- 
cèdent et opérer sur elles, par voie de différentiation, comme on 
l'a fait d’abord sur les grandeurs données y et x. 

Les différentielles des grandeurs ÿ, x, sont dites différentielles 
du second ordre, par rapport aux grandeurs primitives y, x; on 
les distingue par un redoublement du point mis en surcharge ou 
de la lettre d. Il vient ainsi 



dÿ — y = d.dy, di = x — d.dx, 
et plus simi)lemcnt 

dÿ == »/ = d*y, dx <= X = d*x. 

On déduit d'ailirnrs de l’équation (2) 

(•") .y = i- /"(x) -f- x\f"(x). 

f" (x) étant la dérivée de f (x) ou, ce qui revient au même, la 
dérivée seconde de f{x). 

Le même ordre d'idées, constammçnt poursuivi, conduit des 
différentielles du second ordre à celles du troisième, de celles-ci 
aux différentielles du quotrième ordre, et ainsi de suite indéflni- 
incnt. Les signes adoptés pour représenter ces différentielles suc- 
cessives résultent d’ailleurs de l’application toujours répétée des 
conventions premières. Il vient ainsi 

dy = y = d.(Py t= iPy , dx = x = rf.rf*x = iPx, 

(■I généralcinent , 

d"y = d d"-'y, d"x — d.d'~'Xi 
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On a en même temps, comme conséquence cIc l'équation (3) , 

(4) . . . y=‘x f'{r) + Zx X f''{x) -t Pf'"{x), 
et ainsi de suite indéflniment. 

31. Lorsque la variable x est indépendante et qu’on en dispose 
en la faisant croître ou décroître d’une manière uniforme, on a 

X = cons", 

et par suite 

X = O. 



Il vient alors très-simplement 



.y = 

ÿ = f'"{x), 

et en général 

(3) . . . . (("y = i". f"{x) = dx”. f"{x). 



De là résulte 

(6) 



fix) 



dx" ' 



le rapport des deux grandeurs d‘y cl dx’ étant précisément égal 
à la dérivée de l’ordre n, f^(x). 

Lorsque la variable x n’est pas uniformément croissante ou dé- 
croissante, l’équation (6) cesse d’élre vraie pour toute valeur de 
Tl supérieure au nombre 1. Néanmoins on est convenu de consi- 
dérer comme équivalentes les deux expressions f’{x) et (^)- Kn 
ce cas, il ne faut plus voir dans la dernière de ces expressions le 
quotient des deux grandeurs d’y et dx’, mais seulement un sym- 
bole où ces deux grandeurs figurent à la fois, sans pouvoir se sé- 
parer l une de l’autre, et qui, par suite de la convention adoptée, 
ne représente pas autre chose que la dérivée f’ix). 



Digitized by Google 




( ) 



Du rhaiKjemeiit de fa variable iiidèpendaide. 



ùi. On siipjmsc une formule établie dans l’Iiypothèsc où lu 
variable x, considérée eoninie indépendante, a été assujettie à 
croître ou à décroître uniforiiiémcnt. Les dérivées successives 
/■'(x), /""(x), /’"(x) etc., entrant comme parties constituantes de 
la formule dont il s’agit, le problème à résoudre consiste à déter- 
miner les expressions qu’il faut mettre à la place de ces dérivées 
pour transformer cette même formule et la rendre applicable au 
cas général où la variable x eroît n:i décroît d'une manière quel- 
conque. 

Partons de l'équation 

(') = 

X 

qui sulisisie clans loii.s les ras. On c*n clcduil par la (liiïrrrnlialion 



,/nx) = xnx) = </.^ = ^^, 

X X 

et de là résulte immédiatement 

x i/ — lÿ X d.r d*\j — dy iPx 



(2). . . f"(x) = 



(/x=> 



On a de même 



(■’) • , 
X X 



\ xj) — tÿx 1 dxd*y — dyd^x 



dx 



d. 



dr 



et ainsi de suite indénninicnl. 
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CHAPITRE V. 

EXTENSION DES RÈGLES PRÉCÉDENTES AUX FONCTIONS 
DE PLUSIEL'RS VARIARLES. 

\B. — Au lieu (Je procéder comme il suil , il est lieaiicoup plus simple de 
passer les n»‘ 33 , ô-l , 35 el d’iiilercaler à leur place le ii" 30. 



1” Théorème rfe.s laiiffenles réciproques 

55. Soit une surface A, O un jioint de cotte surface, P le plan 
tangent en ce point, OZ In normale, OX, OY, OL trois droites 
menées par le point O et situées dans le plan P. (Voir fig. 29, 
n” 28, page 129. ) 

Prenons les droites OX, OY, OZ pour axes eoordonnés, et 
considérant les sections faites dans la surface A par les plans 
ZOX, ZOY, ZOL, désignons-les respectivement la 1” par N,, la 
2"* par N„ la S”' par N,. 

Soient m,, m,, tui trois points qui partent en même temps du 
point O et qui décrivent simultanément, le 1" la section N,, le 
2"' la section N,, le S®' la section N,. 

Le mouvement de ces trois points pouvant être quelconque, 
siipposons-lc réglé d'aprè's les conditions suivantes : 

1° Les vitesses des points m„ m, ont même composante i sui- 
vant l’axe des x. 

2° Les vitesses des points m„ in, ont meme composante ÿ sui- 
vant l’axe des »/. 

Concevons trois droites mobiles T,, T, , Tj assujetties J rester 

’ Ou peut supprimer les numéros 35, 34 el 35, en les reroplaçanl tous 
trois |>ar le n° 39. La marclie devient ainsi plus rapide el plus simple. Elle 
offre, en outre, l'avantafte de ne point exiger d’aiilres ressourct‘s que celles qui 
s'empruntent à la gi^niélrie plane. 
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parallèles au plan ZOX, et à toucher la surface A, la droite T, en 
m,, la droite T, en »i,, la droite T, en m,. 

a étant l’angle qu’une droite quelconque T, tangente à la sur- 
face A et parallèle au plan ZOX, fait avec l’axe des x, on a 
gcnéralcnient 

(1) “ = f(a-, ÿ). 



De là résulte, conformément aux déductions des n" 27 et 28, 

(2). à = à, «J *. 

Appliquée au point O, l'équation (2) exprime qu’à l’origine 
commune du déplacement simultané des trois points m,, 

la vitesse angulaire de la tangente T( est égale à la somme des 
vitesses angulaires des tangentes T, et T,. 11 s’ensuit que la sépa- 
ration des points »»,, m, s’effectue, au sortir du lieu O, comme 
s’ils se mouvaient simultanément avec la vitesse commune x sur 
deux droites distinctes, et qu’en même temps ces deux droites, 
d'abord confondues en OX , s’écartassent l’une de l'autre avec la 
vitesse ÿ et tournassent parallèlement au plan ZOX, l'une autour 
du point m, avec la vitesse l’autre autour du point «t| avec la 
vitesse à, h- «y. 

Désignons par U une droite assujettie à toucher en m, la sur- 
face A et à rester parallèle au plan ZOY. 

De même qu’en se séparant du point O le point m, détermine 
la direction première de la tangente U, de même en s’écartant 
l’un de l’autre au sortir du lieu O, les points nt,, m, déterminent 
la vitesse angulaire de cette même tangente, à l'origine de son 
déplacement. Il est évident que cette vitesse angulaire ne peut 
dépendre en aucune façon de la rotation à, commune aux deux 
droites T, et Tj. Concluons qu’elle résulte exclusivement du mou- 

■ Celle équation peul s’élablir direclemenl à priori par un procédé ana- 
lotnic à celui donl nous avons fait usage pour démontrer la propriété fonda- 
mentale du plan tangent. Il est plus simple de la déduire, comme on l'a fait 
au n" 2H, du itii'on'me général fondé sur colle même propriété. 
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veraent relatif de ccs deux droites , c'est-à-dire de la translation y 
de la droite T, et de la rotation avec laquelle la droite T, s'écarte 
angulairement de la droite T,. 

Cela posé, considérons une droite dirigée d'abord suivant OX, 
et sortant de cette position par un dou- 
ble mouvement de translation et de rota- 
tion, la translation s’effectuant suivant 
l’axe des y avec la vitesse ÿ et la rotation 
autour du point m, avec la vitesse 
^ Soit n un point de cette droite pris à 
la distance x du point O et C l'angle anp 
que fait avee l'axe des y la direction sui- 
vie par le point n à l’origine du déplace- 
ment de la droite mobile. Les compo- 
santes de la vitesse du point n étant 
rectangulaires et représentées respectivement l’une par an = ÿ, 
l’aulrc par ap = x i,, on a évidemment 

(3) lang C = X. —■ 

y 

Soit D la droite déterminée par cette direction. Lorsque le point 
n est considéré comme se déplaçant sur la droite OX par rapport 
an point O, ou, ce qui revient au même, lorsque le point O est con- 
sidéré comme se déplaçant sur la droite OX par rapport au point 
n, la droite D tourne avec une vitesse angulaire S. qu’il est facile 
de déterminer au moyen de l’équation (3). 11 sulfil pour cela 
d’opérer sur cette équation en y considérant les deux vitesses 
1 / et ày comme constantes et les grandeurs x et C comme variables. 
De là résulte, conformément à la règle (2) du n° 21 , 

(i) C. =- ‘•os'tf*. 

.V 

* On peut parvenir à cette équation , soit comme nous l'indiquons Ici , soit 
directement et par voie purement géométrique. 
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Supposons que le point n coïncide avec le point O et qu’il sorte 
(le celte position en glissant suivant OX avec la vitesse x : l'angle 
e étant nul, l’cqualion (4) devient » 

(3) '/<: = •'■‘i,- 

Mais alors, de même que le point n se confond avec le |M>iiU ni, 
et la droite I) avec la tangente U , de même aussi la viU?ssc angii- 
luirc est celle de cette même tangente à l'origine de son dépla- 
cement. 

Prenons la droite OL {fig. 39) de manière qu'elle divise en deux 
parties égales l'angle XOY. Il vient en ce cas x et l'équation (.1) 
donne en eonséqucncc 

( 0 ) i = ir 

Traduite en langage ordinaire, l'équation (C) exprime une pro- 
priété curieuse qui comporte de nombreuses applications et qu'on 
peut énoncer comme il suit : 

Soit P un plan tangent en O à une surface A; OX, OY les traces 
sur le plan P de deux sections normales N,, N,. Nous désignons 
sous le nom de tangentes réciproques deux tangentes conjuguées 
entre elles et respectivement assujetties, l'une à rester parallèle 
au plan de la section N, tandis que son point de contact glisse sur 
la section N„ l'autre à rester parallèle au plan de la section N, 
tandis que son point de contact glisse sur la section N,. 

Cela posé, voici l'énoncé dont il s'agit : 

Lorsque deux tangentes réciproques sortent en même temps et 
avec une égale vitesse des sections normales qui les déterminent , 
leurs rotations autour des directions qu’elles suix'ent respective- 
ment sont égales et de signe contraire 

* Lorsqu'un solide tourne autour d'un axe, on représente sa vitesse de 
rotation par une portion de l'axe égale en longueur à la grandeur de cette 
même vitesse. On tient compte du sens en fixant sur un point quelconque de 
l’axe l’origine de la longueur prise |K)ur mesure de la vitesse et (lortaot celte 
longueur du côté oit la rotation s'effectue de gauche à droite |M>ur un ol>ser- 
vateur placé le long de l’axe, les pieds à l'origine. 

On observera que l'égalité des vitesses angulaires i,, C, implique celle des 
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34. Le Ibcoréuic que nous venons d'énonoer peut s'établir d 
priori de plusieurs façons différentes. Bornons-nous à en donner 
ici une seconde démonstration *. 

Sans rien changer à ce qui précède, supposons l'axe 0\ déter- 
miné de manière à coïncider avec la raracléristiqiie du plan P, 
cette caractéristique étant prise dans l'hypothèse où le plan P se 
déplace en touchant la surface A le long de la section N, **. A 
l'origine de son déplacement, la tangente T, est animée de deux 
mouvements simultanés, l'un de translation s'effectuant avec la 
vitesse ÿ, l’autre de rotation autour de la caractéristique OX. Ces 
deux mouvements n’altérant en rien la direction de la tangente T,, 
il s’ensuit que l'on a nécessairement 

( 1 ) = 0 . 

De là résulte la conséquence sui\anlc : 

La séparation des points »i,, m, s'effectue, au sortir du lieu ü, 
comme s’ils se mouvaient simultanément, avec la vitesse com- 
mune X sur deux droites distinctes, et qu’en même temps ces 
deux droites, d'abord confondues en OX, s’écartassent l'iinc de 
l’autre avec la vitesse ÿ et tournassent parallèlement au plan ZOX, 
l’iinc autour du point m,, l’autre autour du point iii,, toutes deux 
d'ailleurs avec une seule et même vitesse i,. 

rutuliuns introduites au lieu de ces vitesses <lan$ rénuncé donné comme tra- 
duction de l'équation (6). Pour le voir, il suflil de faire les remarques suivantes : 

1° La vitesse à, résulte d'une rotation autour d'un axe perpendiculaire au 
plan ZOX. Elle équivaut, en ce qui concerne ta tangente T,, à la rotation 
•i, : siu XOY autour de l'axe 0\ ; 

La vitesse £ résulte d'une rotation autour d'un axe perpendiculaire au 
plan ZOY. Elle é<|uivaut, en ce qui concerne la tangente L, à la rotation 
^ : sin XOY autour de l'axe OX. 

Il est clair, en effet, que l'égalité des vitesses angulaires <x, et Ct implique 
c«Hle des rotations équivalentes <x, : sin XOY, Sx'- sin XOY. 

* Nous renvoyons aux applications géométriques pour d'autres démonstra- 
tions , moins directes |>eut-étre , mais plus rapides et plus simples. 

■■ Ou sait que ce déplacement commence i>ar lotation autour d’une dixâte 
passant par le |>oint 0 et située dans le plan P. C'est cette droite qu'on dé- 
signe sous le nom de caractéristique. 
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L’identité, qui s’étflblil ainsi de part et d’autre, luonlrc évidem- 
ment qu’à l'origine du déplaeement de la tangente U, la vitesse 
angulaire de cette tangente est égale à zéro. On a donc, comme con- 
séquence de l’équation (i ) : 

( 2 ) i = 

Plaçons -nous dans l’hypothèse où le plan P se déplace en 
touchant la surface A le long de la section N,, et cherchons ce que 
devient alors sa caracicristiquc. Pour reconnaître qu’elle coïncide 
avec l'axe OY, il sulTit d’ohscrvcr qu’en ce cas l’équation (2) sub- 
siste néccssaircnienl, üindis que pour toute autre position cette 
même équation deviendrait impossible Concluons que l’équa- 
tion (2) subsistant comme conséquence de l’équation (1), il y a de 
part et d’autre réciprocité complète, c’est-à-dire que si, d'une part, 
l’axe OX est la caractéristique du pian P pour un déplacement du 
point de contact dirigé suivant l’axe OY, réciproquement Taxe OY 
est la caractéristique du plan P pour un déplacement du point de 
contact dirigé suivant l’axe OX. Liées entre elles d’après ces condi- 
tions les deux caractéristiques OX, OY prennent le nom de carac- 
téristiques conjuguées. 

Ceja posé, considérons les tangentes réciproques déterminées par 
les sections normales N,, Nj fig. 54. L’une est parallèle au plan N, 
et son point de contact glisse suivant N,. L’autre est parallèle au 
plan et son point de contact glisse suivant N,. 

S’agit-il d’abord de la première? à l’origine de son déplacement , 
clic a meme inouvcmeut angulaire que l’inlerscclion du plan Nj 
avec le plan P supposé mobile le long de la section N, cl tournant, 
en conséquence, autour de la caractéristique oY. 

Soit le point de contact supposé mobile suivant la section 

et V la vitesse de ce point au sortir du lieu o. Si nous repré- 
sentons par w la rotation de la directrice du point m, pour une 

’ Si 1.1 caractéristique du plan P n’était point dirigée suivant l’axe OY, la 
rotation qui commence autour de celte caractéristique équivaudrait a deux 
rotations siniiillanées, l’une autour de l’axe OY, l’autre autour d’une pei'i)cu- 
diculairc à ccl axe. La conséquence évidente est i|ue ré<|uation (2) ne subsis- 
terait pas. 
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vitesse de ce ()oinl égale à l'unité, il s’ensuit que la rotation eur- 
JJ respondante à la vitesse v a 

X pour expression le produite, te. 
Élevons en o une perpendi- 
culaire à la droite oX, et sur 
cette perpendiculaire , située 
dans le plan P, prenons la lon- 
gueur oa égale au produit e. te. 
I Si par le point a nous me- 
nons une parallèle àoX, il est 
visible que la longueur oh, intereeptée sur oY par celte parallèle, 
représente la rotation du plan P autour de la caractéristique oY. 

Par le point b menons une parallèle è oL et désignons par e le 
point où cette parallèle vient couper l'axe oX. Le segment oe 
représente la rotation de la première tangente réciproque autour 
de la direction suivie par son point de contact. 

S'agit- il, en second lieu, delà tangente réciproque qui reste 
parallèle au plan N, et dont le point de contact glisse suivant N,? 
En désignant par à la vitesse angulaire qui anime cette droite à 
l'origine de son déplacement , on a, conformément aux déduc- 
tions des numéros 27 et 28 , 

li = à, -*- j,. 

D'un autre coté, nous venons de voir que la vitesse angulaire 
i, se réduit ici à zéro. On a donc simplement 

à = 

Par le point c, où le prolongement de la droite ha vient cou- 
per la droite oL, menons la droite en parallèle à l’axe oY, et dé- 
signons par n le point d'intersection de cette parallèle avec 
l’axe oX. 

Si le point de contact supposé mobile sur N, sortait du lieu o 
avec la vitesse oc, la rotation autour de l'axe oa serait repré- 
sentée par le produit ott, w. Il s’ensuit que, pour une vitesse de 
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cc ))oiiU prise égale à v, eoiunic dans le premier cas, il vieui iiu- 
mcdiatciucnl 



t) ou 

à — à, — on. IC — = — • OH. 

oc oc 

Prenons sur oa la longueur ou, égide à^. oa, et achevons le 
triangle oo'c', semblable au triangle ouc. 

La rotation oa se décompose en deux autres, l’une oc' ayant 
pour axe la direction suivie, l’autre représentée par c’a', et ayant 
pour axe la droite oX. Celle-ci n'influe en rien sur lu vitesse angu- 
laire à, : on peut donc en faire abstraction et considérer exclusi- 
vement la rotation composante oc'. On a d'ailleurs 

oc on oc 

oc = ou . — = OH. — • — = on = oc — oc. 
oa oc OH 

On voit ainsi que les deux rotations considérées sont égales et 
de sens contraire, conformément à rénoncc du numéro précé- 
dent 

* Montrons, par anticipation, un eveiniile des ressources qu'olTi-e noli'o mé- 
thode pour résoudre les questions de géométrie transcendante. 

Reprenons les données du n° 53, en supposant, comme au n° 34, que les 
droites oX , oY soient deux caractéristiques conjngun-s. 

La droite T|, entrainée |iar le point nq, tourne autour de l'axe oY avec 
une vitesse facile à déterminer , en se re|Kirtanl aux déductions du n° 34, 

X 

R siu >1 

H étant , |>our le |H>int o , le rayon dç cour- 
bure de la section X, et if l'angle que font 
entre elles les deux caractéristiques oX, 
oY. 

Substituons les ar aux y et récipi' 0 (|uement. 
La droite T| est remplacée |wr une droite l'i 
tangente en ni; à la surface A et parallèle au 
plan X,. Il s'ensuit d'ailleurs que la droite l.'i 



et représentée comme il suit 
Fig. 33. 
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'2“ Dt'-s (léfivèes micvesnives d’une funcliiiu de plusieurs carialdcs. 

5ü. Soit f[x, tj) une fonction à deux variables; jr,, deux 
valeurs qucleoucjucs délenuinécs de ces variables; o, b les valeurs 



lourne autour de l'axe oX avec une vitesse lepréseutée par 

y 

R' sin >f 



H' étant, |K)ur le |xiint o, le l•ayoll de courbure de la scetioii N,. 

Prenons, à partir du |K)inl o sur les droites oX, oY, deux lonnueurs op, oq 
Tune op é(,'ale an (|uotient . l’autre oq égale au quotient ^ • 

Si nous achevons le paralléiogranime optq, la diagonale ut repiésente en 
direction , sens et grandeur la rotation du plan P supiwsé mobile avec le i>oint 
m, et tangent en ce [wint à la surface A. 

Désignous par r, y' les angles <|ue la direction oL fait avec les axes oX, 
o\ . Les |ierpendiculaires abaissées sur oL des [>oinls p cl q sont représen- 
tées respectivement , la [U'emiére par 



la deuxième |Kir 



pp' = op sin y = 



qq’ = oq sin y' = 



ÿ si» y 

II' siii q ’ 

X sin y' 
Il si[| >1 



On voit d'ailleurs aisément (|ue la vitesse angulaire de la dii-ectrice ilu 
lK)iut m, sur la ligne Xi est rei>résentée par la somme do ces deux perpen- 
diculaires. 



.Soit f (imur le.point o) le rayon de courbure de la section N'd v =oc la 
vitesse du [loint m,, au sortir du lieu o (lig. 31); le la vitesse angulaire de la 
directrice du [winl wi|. On a d'abord 

I U) 1 ® siny'\ 

P r oc \ir sin ij H sin ij ; ’ 

et, en inèinc temps (voir lig. 3t, |>age 1 tô) 



ü). 



j; sin q ÿ sin v, 
sin y' sin y 



üe là résulte, en substituant, 

sin* s sin* y’ 




sin* y 



L'étiuation (3) est l'é<iuation |>olaire d'une ellipse ayant son centre en o et 

10 
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correspondantes des dérivées partielles fz{x, ÿ), f, (x, y). Nous 
avons, par hypothèse, 

a = A(^i. ?/•) > * = rA^t’ î/i)- 

Posons 

(1) . . . . . Z = f[x,y) — ax — by, 

et eonsidérons la surface A, représentée par l’équation (1), dans 
un système quelconque où l’axe des z soit perpendiculaire à ceux 
des X et des y. 

tu étant un point pris , comme on veut, sur la surface A, soient 
P et Q les deux sections planes qui sc coupent en m et qui sont 
rcs|>cetivcmcnt parallèles, l'une P au plan des zx, l'autre Q au 
plan des zy. Si l’on désigne par a l'angle qu’une tangente à une 
section quelconque parallèle au plan des zx fait avec l’axe des x, 
on a généralement 

(2) Ig. « = f'A^, y) — a- 

De là résulte pour la vitesse angulaire à, avec laquelle cette tan- 
gente tourne, lorsque son point de contact est en m sur la section 
P et qu’il se déplace suivant la section Q, 

(3) «,= cos.‘« *. 

Soit C l'angle qu'une tangente à une section plane parallèle au 
plan des zy fait avec l’axe des y, on a, de même , 

(*) ^ = — i>, 

pour rayon vecU'iir v = \/f. La considération de celle ellipse, connue sous 
le nom {ïnulicalricii, cl dont les droites o\ , oV soûl dos diamètres conju- 
gués, inoulre qu’en général, les caractéristiques conjuguées se confondent 
avec ces diamètres, et que les rayons de courbure des sections normales sont 
représentés par les carrés des rayons vecteurs corres[K>ndants. Nous revien- 
drons plus loin sur ws détails qu’il suflit ici d’indii|uer. 

■ On voit aisément comment les ù|uations (2), (3), (t), (5) sc déduisent de 
■X‘ i|ui précède cl, aussi, commeut on peut les établir directement par voie 
géométrique. 
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et, désigiiaiit par la vitesse angulaire avec laquelle tourne eetle 
tangente lorsque son point de eontact est en m sur la seetion Q et 
qu'il se déplaec suivant la section P ; 

(o) i = i. /";.,( X, ÿ). eos’ 

Sup]N>suns le point m déterminé par les valeurs 

J-' — .y = .'/i 

les équations (2) cl {i) donnent 

tg. a = O, tg. e = U. 

11 en résulte que le plan, mené par le point in parallèlement au 
plan des xy, touche en ce point la surface A, et, par suite, que 
l’équation (5) du n“ 33 devenant applicable, on a nécessairement 

y.è, = == i.â,. 

Mais, d’un autre coté, les équations (3) et (3} donnent en iiicinc 
temps 

*y = !/i)> t = x./;.,(i,, y,). 

Il vient donc en substituant, supprimant le facteur eomnuin 
x.ÿ et remplaçant |>ar x , y les valeurs quelconques déterminées 
Xn y,, 

y) = y) *■ 



' L'équation fonduaienlale 

,'/) = IJ), 

|tcul s'ctahlir à priori de la manière siiivanle : 

On a, conforinémcnt à la règle du n" 8, 



(I) 



lin, /(x-t-ax,y)-/'(x, y) 
àX 



r«(^» y), 



et remplaçant j/ par y-t- ûÿ. 

f(x-\-^x, y-i-sy) — f{x, y-t-ay) _ 



(2) 



lini 



AX 



= f'Ax, y-t- Ay). 



On déduit de là, en souslrayaut membre à membre l'équation (1) de l'é- 
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On voit iiinai ijuc, ilans le cas de deux dtTi\aliuns iailes suc- 
cessivement pni' rapport à deux variables, le résultat définitif est 
indépendant de l’ordre suivi dans ces dérivations. Cette consé- 
quenec s'étend d’elic-méme à un nombre queleonque de dériva- 
tions suceessives faites sur une même fonction de n variables. De 
là, le ))rinci])c général énoncé comme il suit : 

Quel que soit l'ordre daim lequel on effectue idunieurs dértva- 
tiouH successives , si L’oauni; seul ciuxge et que toutes choses 
soiEXT égales d'ailleurs, le résultat définitif reste toujours le 
même. 



(jualiuii (j) et divisant |iar Ay 




/•(JtH-Aj-, /-(j, ÿ-HAÿ) — /-(ar-HJA, U) f (X , i j ) 

â.-r. MJ 

_ ÿ-t- Ay) — >j) 

Ay 



Cela ix)sé, puis<iue , par liy|iollièsc, les i|uautités ^x et Ay convergent eu 
inéine temps vers zéro, l'équation (3) devient 



(l) lim AJ-, ÿd-Ai/) — A'C. ?/-»-Ay)— /iJ-f-Aj, !j)-{-f{T, y) 



A,r. Ay 



,(-r,y). 



I.e premier inemhre de l'équation (I) resterait évidemment le même, si 
l'on iéi>était les o|iéralious précédentes en opérant sur y, comme ou l'a tait 
sur X et i-écipi-oi|uement. 

De là résulte immédiatement ; 



(3). 



ri,Q:>y) = /ÿ,,(-r.ÿ)- 



C. Q. K. D. 



Partant de ce résultat et procéilant dircclement sur la surface ivpréseiilee 
|iar l'équation 



: == /(-u, y). 



un a ü'alxH'd comme au n° 33, 

'j y)- L'os^*. C- = X/" (j;, y)cos- «, 

et ensuite, eu égard à ré<|uatiou (3), de la présente note 



_y^ x.j,_ 

eos’ h cos* « 

De là se déduit, comme conséniuence immédiate, le théorème tics lanycnies 
réciproques étaldi ciilCiSU' ir 33. 
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Les conventions adoptiics pour rcpn59cntcr les dérivées sneces- 
sives et portielles' d’une fonction à plusieurs variables , sont les 
suivantes : 

Soit 

- = .'/> « ) 

une fonction des variables x, y, u, cle. On écrit 






/■r.,.-(r, y, «....) 

cl, généralement, 






\d xdydul ’ 
d"z 






le nombre des dérivations étant toujours marqué par l'indice supé- 
rieur, et leur ordre successif, ainsi que les variables auxquelles 
elles se rapportent, par les signes inférieurs. 



3“ Des différentielles totales et partielles de tous les ordres. 

36. Soient n variables liées entre elles par p relations : la difTé- 
rence w — p exprime le nombre des variables «lont on peut disposer 
arbitrairenaent, soit en les faisant croître ou décroître avec uni- 
formité, soit en établissant entre elles des relations quelconques 
exprimées ou sous-entendues. Les variables dont on dispose , et 
qu’on assujettit à croître ou décroître d’une nianîèrc uniforme, 
sont dites indépendantes; leurs différentielles du premier ordre 
sont des constantes, et, par suite, leurs dilTérenliclIcs des ordres 
supérieurs sont toutes égales il zéro. 

Dans tous les cas, lors même qu’il y aurait autant d’équations 
simultanées que de variables moins une, on peut toujours intro- 
duire par la pensée une nouvelle variable, prise pojir i>aria6fe 
indépendante , et, afin que toutes les autres en deviennent fonc- 
tion, concevoir au besoin une ou plusieurs relations arbitraires, 
que l’on ne détermine point aussi longtemps qu'on le juge conve- 
nable, et dont pourtant il est toujours permis de disposer. Ce 
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simple artifice est souvent d'un grand secours, soit pour faciliter 
les déductions, soit pour les éclairer davantage.- 

En se reportant au n” 27, il est aisé de voir que la différentielle 
d’une fonction à plusieurs variables est 1a somme des différen- 
tielles que l’on obtient en opérant tour à tour sur chaque variable, 
comme si elle variait seule, tandis que toutes les autres sont sup- 
posées constantes. Chacune des différentielles que l’on obtient 
successivement est dite dilférentlelle partielle : leur somme est 
la différentielle totale de la fonction considérée. 

Cela posé, montrons, par un exemple, comment on j)roccde en 
général. 

Soit une fonction à deux variables, 

~ y)- 

On a d’abord 



(I) . . = — s. + 2y = y) -I- ÿ/’/(x, y), 

ou , ce qui revient nu même, sous une autre forme. 




Il vient, en second lieu , 

(ô). .S ^=^V'*{^,ÿ)-H2iÿ/:.,(x,y) + ÿ*/;(x,y) 

( H- i/;(x,y) + ÿ/’;(x,y), 



ou, ce qui revient au même, la forme seule étant changée, 




' Il importe de ne point perdre de vue que les expressions fractionnaires 




sont lie purs syniWes et nnn pas des quotients, 
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Et ainsi de suite, indéfiniment, les résultats obtenus pouvant 
s'appliquer à tous les cas possibles. 

S'agit-il d'une fonction implicite 

f(x, y) = cons'*. 

Pour passer du cas général à celui dont il s’agit actuellement, 
il suffit de poser 

Z =s cons" , 

et, par suite, de réduire à zéro les différentielles successives </r, 
tPz, d^z, etc. 

Considérons en particulier le cas où les variables x, y étant 
indépendantes , on les assujettit à croître ou à décroître unifor- 
mément. Il vient alors 

(5) . . . X = dx = eons", ÿ = dy = cons*', 

et, par conséquent, pour toute valeur de n supérieure à l'unité, 

(6) d"! = O , d"y = O. 

Les formules (1), (3), etc., deviennent, en conséquence, 

Z = Zj -f- iy 

i = -4- 2jj ,, , 




Les formules équivalentes (2}, (4), etc., deviennent en même 

Le symbole Zm,, exprime le résultat de deux ditrérentiations opéré<‘s 
successivement, la première en considérant y comme constant, la seconde en 
considérant comme constantes les deux quantités x et A. 
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icmpc. 




On observera que l'iiypotlièsc où nous venons tic nous placer 
esl restrictive. Ainsi, j)ar exemple, s'il s'agit triine surface ayant 
pour équation 

= = f{^, ,V)t 

par cela seul qu’on suppose les deux vitesses i et ;/ constantes, il en 
résulte que le rapport des aceroissenieuts simultanés Axet aiy est 
lui -même constant, et, par suite, (jue la variable y devient une 
fonction linéaire de la variable x. La eoiisétpienec esl que les 
valeurs, ex|)rimées ci-dessus pour les tlifférenlielles des ordres 
supérieurs, s’appliquent exclusivement aux sections planes faites 
dans la surface parallèlement ii l’axe des z. 

Il est visible que les déduciious j)i écédenles s'étendent d’elles- 
mèmes à un nombre quelconque de variables liées cnti e elles par 
une ou plusieurs équations. Il s’ensuit qu'on peut dès à présent 
effeeluer la dilTérentialion d'une fonction quelconque, et c’est, 
dans la simple a|>pliealion des règles exposées ei-dessus que se 
résout tout entier le calcul dilférenliel proprement dit. 
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CHAPITRE VI. 

RÉSl'MÉ DES RÈGLES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 
ET SIMPLIFICATIONS. 



57. Résumons les règles du calcul difTcrcntid, et comme 
l’exposé de ces règles n’exige point tous les développements don- 
nés précédemment, montrons les simplifications qu’il comporte. 

Partant des principes établis n" 5, 4, 5 et 6, on peut démontrer 
immédiatement les propositions des n“’ 20, 27, 28, 53 et 33, ré- 
sumées comme il suit : 

1° Lu diffiTenlietle d’iiue fonction de fonction s’obtient en pre- 
nant la dérivée de la fonction principale par rapport ti la fonc- 
tion secondaire considérée comme simple variable et en multi- 
pliant cette dérivée par la différentielle de la fonction secondaire. 

2° La différentielle d'une fonction comjiosée ou complexe est la 
somme des différentielles qu'on obtient en distinguant dans la 
fonction ses éléments variables, et en opérant tour à tour pour 
chaque élément distinct, comme s’il restait seul variable, tandis 
que tous les autres sont sujiposés constants. 

3“ Quel que soit l’ordre dans lequel on effectue plusieurs déri- 
vations successives, si l'ordre seul change, et que toutes choses 
.soient égales, d’ailleurs, le résultat définitif reste toujours le 
même. 

Cela fait, on est en mesure de résoudre, en général, toutes les 
(jiieslions relatives à la dilTéreiiliation simple ou répétée d’une 
fonction quelconque à une ou plusieurs variables. 

S'agit-il ensuite d'applications particulières? Pour les rendre 
aussi faciles que les opérations les plus simples de l'algèbre, une. 
seule chose reste à déterminer : ce sont les différentielles qui eor- 
respondenl à ebaeime des fonctions élémentaires. 
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On a TU comment la marche à suivre, pour la différentiation 
des fonctions élémentaires, peut être à la fois très-simple et très- 
rapide , sans cesser néanmoins d’etre purement géométrique. La 
même observation s’applique, en général, à tous les théorèmes 
dont nous avons donné la démonstration et sur lesquels nous nous 
sommes appuyé pour établir les règles dont on a besoin. Parmi 
CCS théorèmes, il en est deux moins simples que les autres : l’un a 
pour objet la différentiation des fonctions composées; l’autre est 
relatif à l'identité des résultats fournis par plusieurs dérivations 
successives dont l’ordre seul a été changé. Lorsqu’on veut , ainsi 
que nous l’avons fait, suivre ici la voie purement géométrique, il 
faut d’abord établir la propriété caractéristique du plan tangent à 
une surface et celle des tangentes réciproques ; c’est ensuite, en se 
fondant sur ces propriétés que l’on en déduit les deux théorèmes 
rappelés ci-dessus. 11 n’échappera point au lecteur que ces deux 
théorèmes peuvent, eomme nous l'avons montré ', se déduire en 
quelques lignes du procédé général fourni par la méthode des 
limites et exposé géométriquement dans le n" 8. Ici donc, s’il y a 
en apparence quelque complication , il sulTit pour la faire dispa- 
raître, d'emprunter le secours de la méthode des limites. Dès 
lors tout devient extrêmement simple, et c'est, sans la moindre 
dilhculté, que l'on parvient directement aux deux équations fon- 
damentales 



(I) i = ix i, 

(*) /'r.vCar, »/)==/■,’. .(x, y). 



Veut-on, d’ailleurs, établir, comme conséquence immédiate, la 
propriété earactéristique du plan tangent et celle des tangentes 
conjuguées? Il ne reste plus qu'à considérer la surface représentée 
par l'équation 

(3) Z = /■{x, y), 

’ Voir les noies des n”' 27 et 33. 
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et à donner, pour celte surface , l’interprétation géométrique des 
équations (1) et (2). 

Nous avons déjà fait voir ' comment l'équalion (1) a pour tra- 
duction géométrique l'énoncé suivant : 

Le plan tangent en un point d’une surface contient, en général, 
les tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface et passant 
par ce point. 

Montrons ici comment l’équation (2) peut aussi se traduire 
géométriquement. 

Soit A la surface représentée par l'équation 

Par hypothèse, la surface A est rapportée à trois axes choisis 
comme on veut, sous la condition que l'axe des z soit perpendi- 
culaire à chacun des deux autres. 

m étant un point quelconque de la surface A, soient s,, s, les 
deux sections faites en ce point, la première par un plan paral- 
lèle aux zx, la deuxième par un plan parallèle aux zy. 

Désignons par a l'angle que fait, avec l’axe des x, la droite T, 
assujettie à toucher en m la section s,. On a généralement 

(^) ^ = fr {X, ;/), 

X, y étant les coordonnées du point m. 

De là résulte, pour le cas où le point m sort du lieu qu'il occupe 
en glissant sur la section s, *, 

(2) à = ÿ f",,^(x, y}.cos*», 

et, dans cette formule, à exprime la vitesse de rotation avec la- 
quelle la tangente T, s’écarte angulairement de sa direction pri- 
mitive. 

* Voir la note dn n“ 27. 

' Lorsqu'on différentie dans celle hypothèse, on doit considérer la variable 
x comme constante, 
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Soit e l’nngle que fait avec Taxe des y la droite ü, assiijeUie à 
tourlicr en m la section s,. En désignant par Cia vitesse de rota- 
tion avec laquelle la tangente U, s’écarte angnlaircment de sa di- 
rection primitive, lorsque le point m sort du lieu qu’il occupe en 
glissant sur la section s,, on a comme tout à l’hetirc 

(5) C ,(ar, y), ros’e. 

Supposons que le plan, qui touche en m la surface A, soit pa- 
rallèle au plan des xy et que les vitesses x, ÿ soient égides. Les 
angles a, C s’annulant tous les deux, les sections s,, s, deviennent 
des sections normales, et l'on voit aisément que l'égalité des dé- 
rivées secondes ,{x, y), (x, y) implique comme consé- 

quence immédiate la relation très-simple 

d ~ C. 

Cela posé, si l'on désigne sous le nom de tangentes réciproques 
les tangentes T,, U,, qui se déterminent l’une par l’autre d’aprt‘5 
les conditions mentionnées plus haut, on a l'énoncé suivant : 

Lorsque deux tangentes réciproques sortent en même temps, et 
avec une égale vitesse, des sections normales qui les déterminent , 
leurs rotations autour des directions qu’elles suivent respectit^e- 
ment sont égales et de signe contraire *. 

38. Veut-on procéder plus simpleincnt encore? Veut-on établir 
toutes les règles de la différentiation, sans recourir à la inétliode 
des limites, et sans emprunter d'autre secours que celui de la 
géométrie plane? Voici comment la marche à suivre peut devenir 
en même temps la plus proni|)le et la plus facile. 

Élablissous d’abord la règle générale, qui oompi'cnd toutes les 
autres. 

Soit Z une fonction composée ou complexe, dépendant à la fois 

' Voir au liesoin la note du n" S-t, pour les éelaiirissemeiils que riu énonré 
siieeim’i peu! laisser à désirer. 
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de deux vuriablcsx, y el ifprésenléc jwie 

(\) « = y)- 

Il s'agit de déterminer la différentielle z j)our le cas général on 
les deux grandeurs x, y varient siinultanéinent, l'une avec la 
>ilesse i, l’autre avec la vitesse y. 

Désignons par i, et par fj (x, y) la différcnlielle et la dérivée 
qu’on obtient en opérant sur léqualion (1) dans l'Iiypotbèse 
y = eonstantc. De là résulte 

(â) z, = xf;(x,y). 

On a de même, en désignant par i, et par f,' (x, y) la différen- 
tielle et la dérivée prises dans rhypolbese x= eonslante, 

(5) i, = ÿ .y)- 



Soient OX, OZ deux axes coordonnés. L'équation (I) étant rap- 
portée à ces axes, chaque valeur attribuée à y peut se combiner 
avec l’ensemble des valeurs admissibles pour x. En opérant ainsi, 
on obtient, pour chaque valeur de la variable y, une ligne s com- 



plètement définie de forme et de position. 

Soit cc' une détermination particulière 
Fitj. tSC. , . * , 

affectée par la ligne s et correspondante a 

g' il une valeur quelconque déterminée de la 

^ variable y. 

Rcpréseulons-iious la ligne .s à rinstaiit 

JJ précis où la variation continue de la gran- 

^ deur y la fait sortir du lieu cc' *. Chacun 



La (léniuDsIraliun dé\elop|)ée dans le texte ja'ul être rcntplaeéc par les 
eunsidératioiis suivantes, très-directes et Ircs-simpics. 

Soit une ligne « assujettie à rester dans un plan P el à s'y déplacer en chan- 
geant de forme. 

m ' étant un point suppose fixe sur ta liync s , désignons |>ar D lu tangente 
eu ce point, et par n le lieu (|u'il occupe dans le plan P, à rinsluut (|ue l'un 
considère. Le |>uinl m’ surtaiil, par hv|>ulliése, du lieu n , on peut choisir arbi- 
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des points de la ligne s jtcut être considéré comme sortant du lieu 
qu’il occupe sur cc' en glissant le long de l’ordonnée correspon- 
dante, et puisque, dans ce glissement, le point quelconque déter- 
miné par l’abscisse x conserve cette même abscisse, il s’ensuit que 
la vitesse de ce point a pour expression générale 

W = ÿ /■/(•JC, y)- 

Cela posé, deux cas sont possibles, selon que la dérivée partielle 



trairement ' la dircclion suivant lai|uell<> il est censé sortir de ce lieu , et déter- 
miner, en conséquence , sa vitesse oc/uW/e. Soit v' cette vitesst' et a' la vitesse 
an);ulaire ximultawe avec laquelle la droite D tourne autour du point m'. 

Il est visible, que, abstraction faite du changement de forme qu’elle subit, la 
lignes |icut être considérée comme participtml tout entière au mouvement de 
la droite D, c’est-it-dire comme tournant autour du i>oint m' avec la vitc*sse u' 
et comme glissant dans le plan P avec la vitesse té rendue commune à tous ses 
points, t’ada posé, s’il y a changement de forme, il ne peut plus résulter que 
d’un déplacement subi par les différents points de la ligne s par rap|H>rt à la 
droite D, cette droite étant regardée comme fixe et la ligne ,s comme assujettie 
à lui rester tangente au |H)int m'. 

•Soit m un |>oint mobile assujetti à décrire la ligne h avec la vitesse c, et sor- 
tant ainsi du lieu n eu même temps que le point m'. Désignons par u la vitesse 
totale (|ui anime le |>oint m dans le plan P, au sortir du lieu n. 

D’après et; qui précède, il est éridenl que la vitesse u résulte des deux com- 
posantes V, v', de la même manière que si la ligne s persistait dans ta forme 
qu'elle alfecle à r instant cotusidéré. 

S’agit-il maintenant de la directrice du |>oint m sur la ligne s'ê II est clair i|ue, 
sans altérer en rien le mouvement angulaire de cette directrice, oniieuttou- 
jours restreindre à la partie située en avant du point m le changement de 

* Lorsqu’on s« donne une détermination particulière de la ligne $ et un point quel- 
conque m' suppose fixe sur cette tigne, toute droite fixe, qui est menée par le lieu 
actuel de ce point et que la ligne a ne cesse pas de rencontrer au sortir du lieu qu'elle 
occupe, peut être considérée comme fixant, par rapport au point m', la direction qu'il 
suit en se déplaçant avec la lignes, à l’origine du changement qu’elle subit. Si la 
ligne f ne changeait pas de forme , le choix de cette droite ne cesserait point pour cela 
de rester arbitraire. Il s’ensuivrait seulement que pour toute direction choisie en de- 
hors de celle qui correspondrait à l'invariabilité de forme , la ligne s devrait être con- 
sidérée comme changeant en même temps de forme et de position. Cette circonstance 
ne nsodifie en rien les déductions luivantes. 
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f) (-«^j y) “c dépend pas de la variable x, ou qu’au ooiilrairc, elle 
en est dépendante. 

Considérons d'abord le premier cas, celui où la dérivée f,' (x, y) 
ne dépend pas de la variable x. En ce cas, une mémo vitesse pa- 
rallèle à l'axe OZ anime, en même temps, tous les points de la 
ligne s. La conséquence évidente est que cette ligne sort du 
lieu cd comme si elle était de forme invariable et qu’elle se mût 
par translation avec la vitesse i, parallèle à l’axe OZ. 

Soit tn un point mobile sur la ligne s et déterminé en position 

forme subi |>ar la ligne s. On sait, d'ailleurs, que dans la description d'une ligne 
par un ]>oinl, la vitesse angulaire de la directrice dé|>eiid de la courbure de la 
ligne au lieu occu|jé par le |K>inl décrivant , et non pas de la rapidité plus ou 
moins grande avec laquelle cette courbure varie dans le passage d’un lieu à un 
autre. De là résultent immédiatement les déductions suivantes : 

1» La forme affectée par la ligne s en deçà du |>oiiit m' |K>ut être regardée 
comme invariable à partir de l'instant oii le |ioint m sort du lieu n. 

2* Si, plus tard, il y a changement de forme pour la partie de la ligne s 
située au delà du point m', ce changement n'a d'autre effet que de modifler la 
rapidité plus ou moins grande avec laquelle la courbure varie sur la ligne s à 
partir du point m'. 

3° Lorsque le |>oint m sort du lieu n, la directrice de ce |)oint sur la lignes 
tourne, par rapport à la droite D, avec la même vitesse que si la ligne s persistait 
dans sa forme actuelle. 

4* En désignant cette vitesse par to, la vitesse totale d avec latpielle la di- 
rectrice du point m sur la ligne s tourne dans le plan P, au sortir du lieu n , est 
égale à la sonunc u' -i- u' = i. 

Les résultats qui précèdent se résument en un théorème susceptible d’étre 
énoncé comme il suit ; 

Lorsqu’une ligne de forme incessamment variable est décrite par un point 
mobile, télal de mouvement de ce point et celui de sa directrice sont les 
mêmes que si la ligne persistait dans ta forme quelle affecte à l’instant que 
l'on considère, rien, (tailleurs, n’étant changé ni dans la vitesse du lieu oc- 
cupé sur la ligne par le point décrivant, ni dans la vitesse angulaire de ta 
tangente en ce lieu. 

La partie de cette démonstration qui se rapporte à la détenuination de 1a 
vitesse totale u suffit pour qu'on puisse eu déduire immédiatement la relation 
générale et , comme conséquence de cette relation , l'égalité finale 

à = u' -H 10 . (Voir au besoin le texte du n» 38 et la première note du n» 39.) 
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|)iir k'ï valeurs uUriLuées eu luêiue leinps, l'uue à lu variable ij , 
l'auli-c h la variable x. Sup()oson$ d'abord le poiiil m plaec en n 
sur la ligne cc’. Lorsque les grandeurs x, y varient simultané- 
ment, la ligne s sort du lieu cc' en se déplaranl par translation 
avec la vitesse i, commune à tous ses points. Il suit de là qu'elle 
communique au point ui celte même vitesse. D'un autre côté, le 
point III glisse sur la ligne s comme si elle était invariable et lixe, 
c’csl-à-dire comme si la grandeur y demeurait constante. De là 
résulte pour le point m une vitesse propre, dirigée suivant la 
tangente en n à la ligne cc' et ayant pour composante parallèle 
à l'axe OZla vitesse z,. Celle composante s’ajoute à la vitesse 
de manière à former la vitesse totale z : on a donc, en consé- 
quence , 

(U). . . . i = + i, = X /;’ (x, >/} -h <} ^x, y). 

Considérons, en second lieu, le cas où la dérivée/"/ (x, y) dépend 
de la variable x, et désignons par m' le point de la ligne s qui sort 
du lieu n en glissant sur l'ordonnée pn. En ce cas, la vitesse i, est 
variable avec x pour les différcnls points de la ligne cc'. Kicn, 
d’ailleurs, n'csl changé ni dans la vitesse avec laquelle le point 
in' glisse sur l’ordonnée pn au sortir du lieu n, ni dans la vitesse 
i, avec laquelle le point m s’écarte en même temps du point ni'. 
La seule modification consiste en ce que la directrice du point m 
sur la ligne .s, au lieu de tourner, comme dans le premier cas, 
avec la vitesse qui correspond à la courbure affectée en n par la 
ligne cc', tourne avec cette même vitesse accrue ou diminuée d’une 
certaine quantité *. Or, ici, il n’importe en rien que cette directrice 
tourne plus ou moins vite: cela n’altère ni sa direction première. 



■ Ou |>eul se reiiréscalcr la ligue cc' comme glis>aul , sans changer île 
forme, avec la vitesse du point m' sur l'ordonnée pu, cl eonime tournant en 
même temps autour de ce iioiiit de manière à ramener le point m sur sa Ira- 
jeetoiie. Otte rotation devant être prise à rinstant précis oit le i»oinl m sort 
du lieu U et sc confond, en conséiiuence, avec te itoint m', ii est visible i|u'elle 
n'altère, ni eu dirt'ction, ni eu grandeur, la vitesse actuelle du |toint m sur la 
ligne cc'. 
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ni lii vitesse qui iiiiiiiie le |)oiiit ix suivuiil celte, iiiême (lireclimi. 
Ou 11 dune, comme dans le peemier cas, 

(0). . . . : = i, -t- i, = i /■/ (jr , y) ») /'/ (.r. ;/) 

' Klant données trois droites parallèles et non situées dans un même plan , 
prenons ces droites pour lieux des points qui décrivent les longueurs substi- 
tuées comme équivalents nuloéri(|UeS aux grandeurs x, y, z. Soient a, b,c, 
trois positions simultanét's des points décrivants et P le plan (|u'elles déter- 
luinenl. Par hvpotlièse, le point a correspond à la. grandeur x, le point b à 
grandeur y, le |H>int c à la grandeur z. Sur la droite ca déterminons le |ioinl 
/■par la condition ^ = /i'(x, y) et tirons la droite bf. Il est visible qu'un*; 
rotation établie autour de bf de manière à communiquer au |x>int a la vil*'sse 
X communique en même temps au point c la vitesse 

:X. /.'(X, ÿ) 

Sur la droite cb déterminons le 
point y par la condition = /■,' (x ,y) 
et tirons la droite ag. Il est visible 
qu'une rotation établie autour de ng 
de manière à communiquer au |Miint 
b la vitesse y, communique en même 
temps an point c la vitesse 

gc , 

*»= -T !/= y- /"y (-T. ,V) 

90 

Soit i le point d'intersection des deux droites bf, ag. Les rotations établies 
autour de ces droites s« comiwsent en une rotation unique établie autour 
d'une droite pa.ssant par le point i et communiquant au point c la vitesse 
totale 

z ■= z, z, = X f.' (x, y) y f,' {x , y). 

be là résulte, eu égard à re<|uation (6) du n" 58, la conclusion suivante ; 

Il existe UH point i complètement déterminé par rapport aux points a , 
b, c, par les valeurs respectives des dérivées partielles f,' (x , y) , f,' ( x , y ). 
La dépendance établie entre les vitesses simultanées x, y, i, par féfiuatinn 

il 



Fig. 37. 
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Pour étendre la régie exprimée par l’équation (G) aux foiietions 
qui comprennent un nombre quelconque de variables, il suffît de 
réduire ce nombre à deux au moyen des relations qui subsistent 
entre les variables données ou qu’on peut établir entre elles 
arbitrairement. De là résulte la règle générale énoncée comme 
il suit: 

La différentielle d’une fonction composée ou complexe est la 
somme des différentielles qu’on obtient en distinguant dans la 
fonction ses éléments aariables, et en opérant successivement pour 
chaque élément distinct comme s’il était seul variable, tandis que 
tous les autres sont supposés constants. 

59. Sans rien changer à ce qui précède, nommons 

D la tangente en ni' à la ligne s, 

a l’angle de la droite D avec l’axe OX *, 



Z = f(x, y), consiste essentiellement en ce que la caractérislique du plan P 
est assujettie à passer par le point i. 



Soit h le point de la droite ab ixiur lequel on a ^ • A cette valeur du 

rapport r corrcs|H>ud une position particulière de la caractéristique du plan 
P. Celle position est donnée par la droite hi. On voit ainsi comment la carac- 
téristique du plan P tourne autour du point i, lorsqu'on disjiose du rapiwri 

? et qu'on le fait varier continûment. 

y 

La faculté qu'on a de disposer comme on veut les trois points a, b, c, im- 
plique, comme conséquences, plusieurs tliénrèmes de géométrie qu'il suffit 
d'indiquer en passant. 

' On sait que |>our chaque valeur attribuée h y , la ligne s est complète- 
ment définie de forme et de position. On sait également que, pour chai|ue 
valeur attribuée à x, la |X)sition du point m sur la ligne s est entièrement détei^ 
minée. De là résulte nécessairement 



( 1 ) 

Soit à, ce que devient la vitesse angulaire à, loi-squ'on supiHise y = con- 
stante, c'est-à-dire lorstpie le point m sort du lieu n en glissant sur la ligne 
cc'. Soit de même iy ce que devient la vitesse angulaire <x, lorsqu’on sup|iuse 
x= constante, e'est-à-dire lorsque le point m sort du lieu n en glissant sur 
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e l'angle ZOX, supposé quelconque, 

( le rapport sin oc : sin ( f — ot ) , 
m" la pmjection du point i» sur la ligne cc', eellc projection étant 
faite par une droite parallèle à l'axe OZ. 



De même qu’en se séparant du point h, le point m" détermine 
la direction première de la tangente D, de même en s'écartant 
l'un de l’autre au sortir du lieu n les points m,m' déterminent 
la vitesse angulaire de celte meme tangente à l’origine de son 
déplacement. 

.Soit n’ un point pris sur la droite D, alors que cette droite 
touche eu « la ligne cc'. Tirons l’ordon- 
née p'n' et désignons par ti un |>oint 
mobile assujetti è rester en tnème temps 
sur cette ordonnée et sur la droite D. 

Plaçons-nous à l’instant précis où la 
droite 1) sort du lieu n/i' cl représentons 
par « l’excès de la vitesse du point ij. sur 
eellc du point m'. Il est visible que la rotation de la droite I) 



3H. 




ruixtonnée pu, Apiiliquéc à l'équalion (t), la règle <tu n” 58 donne iinniédia- 
lenient 

(2) Je = oc, -t- ci. 

L'équation (2) exprime qu'à l'instant précis oii le point m sort du lien n , 
la directrice du |H)int m sur sa trajectoire tourne comme si la ligne s con- 
servait sa forme actuelle cc' cl tournait avec ta vitesse angulaire ôcy. Cc ré- 
sultat peut s'étatdir à priori par des considérations très- simples. Lu elTel, 
puiscpic le changement de forme est soumis, par liy|>othèst! , à la lui de con- 
tinuité, il serait absurde de sup|>oser que la rotation de la directrice du point 
m sur la ligne s [eût être, par rapport à cette ligne, moindre ou plus grande 
que le comporte la courbure actuelle au point n. On voit ainsi que réc|ua- 
tion (2) subsiste nécessairement, la ligne s pouvant être considérée comme 
invariable de forme , et dés lors comme n’ayant d’autre mouvement angu- 
laire que celui cpii correspond à son déplacement cl (|ui commence avec la 
vitesse i,. 

Il est aisé de voir comment les déductions du n" 58 conduisent directe- 
ment à la théorie des envelop|>es, comment aussi l’extension qu’elles compor- 
tent permet de les prendre |Miur lase ilii calcid des variations. Nous revicn- 
ilroiis plus loin sur ces applications 
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iiiiloiir <lii point iti' osl pn-ciséniont lu iiioino (pn; c^.' puiiii de- 
ineiirail en it et que le point m sortit du lieu h' en glissniU sur 
l'ordoniu'-e p'ii' avec la vitesse u. Or, dans relie liypollièse, on a 

(I)» p'ii’ = pu * pp‘- !■ 

Il vient doue, en diirérenliant par rapport h p'n et à I, 

U = 

Soit r la vitesse eiTeetive du point n au sortir du lieu n', celle 
du point m' , nu sortir du lieu n, étant représentée par i,, on a, 
eoinmc conséquence des données précédentes, 

(Ü) ..... . II = -ij, .4. pp’j. 

L'équation (l2) subsiste en même temps pour tous les points de 
la droite nn'. Il s'ensuit que si l'on vctil déterminer la vitesse avec 
laquelle la grandeur L' varie dans le passage d'un point II un autre 
sur la droite nn, il suflit de dilTérentier en considérant les deux 
vitesses z, et t comme constantes, et en prenant pour différen- 
tielle de la quantité variable pp' la vitesse avec laquelle l’or- 
donnée p'n' s'écarte de l'ordonnée pn en glissant sur l'axe OX. 
De là résulte iinmédialcment 

(ô) i:, == X. t. 

Vcul-un appliquer l'équation |5) à la détermination de la vi- 
tesse angulaire qui anime la droite mm' a l’origine de son dépla- 
cement, lorsipie les points m,m' sorleni eu inéiuc temps du 
lieu ;i? Tout .se réduit à poser 

r = r, = .y)- 

Le <pii donne, d'abord, 

('’O J- r . y) *• 

l.c syiiitMile , (x, J/) cxiaimc te rcsultai de deux duiiuitim» faite.' 
.«•nci'C"ivi'iiiciU, la |(l■caliérc |iar l.aiiiHirl a la varialdc i/. la sccontlo jiac ra|>- 
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et, CDSuiU-, eu égiird aux cgalilcs (3) el(4), 

( 5 ) y n,.(x, y) t. 

Cela posé, observons que la quantité l a pour expression géné- 
rale le rapport de la vitesse i, = x f, {x, y) à la vitesse x. On peut 
donc écrire généralement 

f.{x, y) == t. 

De là résulte, en différenliant, dans riiypothèse x = conslanlc, 
(<>) y) = c 

La comparaison des équations (b) et (6) conduit iiiuuédialeœent 
à la relation finale 

= n.Ax, y)- 

On voit ainsi que, dans le cas de deux dérivations faites succes- 
sivement par rapport à deux variables, le résultat définitif est 
indépendant de l’ordre suivi dans ces dérivations. Cette consé- 
quence s’étend d'elle-mémc à un nombre quelconque de dériva- 
tions successives faites sur une même fonction de n variables. De 
là le principe général énoncé comme il suit : 

Quel que soit l’ordre dans lequel on effectue plusieurs dériva- 
tions successives, si l'ordre seul change et que tootes choses 
SOIENT ÉGALES d’aillecbs, le résultat définitif reste toujours le 
même. 

H). Revenons à la règle générale du n” (38). Elle implique, 
comme cas particulier, la règle suivante : 

La différentielle d'un produit est lu somme des résultats qu'on 
obtient en substituant successivement à chaque facteur sa propre, 
différentielle. 

l>orl 3 l3 variable x. On peul voir, à la lin du ii» 55, quelles sont les eouveii- 
lious adoptées pour représeiiler, en général, les dérivées successives cl par- 
tielles d’une même ronclinn à plusieurs variables. 
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Parlant de là cl opérant comme nous Tavons fait à partir du 
11 ° 10, on établit sans la moindre diflicullé toutes les règles dont 
on a besoin pour la difiTércnlialion des fonctions élémentaires et 
des fonctions composées. 

Il n'écliappera point au lecteur, déjà initié aux divers procédés 
d'exposition de l'analyse transcendante, qu’en suivant la marche 
tracée par nous en dernier lieu , notre méthode réunit tous les 
avantages que les autres peuvent offrir séparément. Au point de 
vue de la rigueur, elle ne le cède en rien à la méthode des limites; 
au point de vue de la simplicité, elle égale au moins la méthode 
des inflniment petits. Suffisante par elle seule, elle offre toutes les 
ressources nécessaires; on peut d'ailleurs la combiner avec les 
méthodes connues , de manière à les compléter en leur donnant 
ce qui leur manque : à l’une la lumière et la fécondité, à l'autre la 
netteté et la certitude géométriques. Les applications ultérieures 
nionlreront mieux encore rindépendance absolue cl la supério- 
rité relative de la conception fondamentale sur laquelle nous 
faisons reposer tous les développements de l'analyse trans- 
cenda nie. 



t^lX DE LA DEUXIÈME PARTIE. 
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